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AVERTISSEMENT 



DU TRADUCTEUR. 



Les premiers livres des Principes mathématiques 
étoient connus à Lisbonne , si je me le rappelle bien , dès 
1782 : c'est à peu près à cette époque que M. da Cunha (1) 
les composoit et lés faisoit imprimer à l'usage du col- 
lège royal de Saint-George, dont il étoit alors le direc- 
teur. On les y expliquoit sous sa direction , au fur et à 
mesure qu'ils sortoient de la presse. Mais ce collège 
ïo ayant essuyé des vicissitudes qui entraînèrent la sup- 
& pression de l'emploi que M. da Cunba y occupoit, l'im- 
pression du reste de son ouvrage éprouva des retards > 
et ne fut terminée qu'en 1 787 : il en corrigea la dernière 
épreuve la veille même de sa mort. On doit regretter 
que les infortunes de toute espèce, ainsi que les souf- 
frances presque continuelles qui l'affligèrent pendant 
les dernières années de sa vie, ne lui aient point permis 
de publier également plusieurs autres ouvrages qu'il a 
laissés dans ses papiers, et que ses amis estiment comme 
autant de chefs-d' œuvres de goût et de profondeur» 
Parmi ces ouvrages, .il en est quelques-uns qui forme- 
raient peut-être l'introduction la plus digne de celui-ci * 
tels je regarde ceux qui ont pour titre: Discours préli- 
minaire sur les premiers éléments de géométrie ; On 

(1) Professeur de mathématiques a l'université de- Coiœbre, n£ 
à Lisbonne , en i?44> niwt en 1787. 

a 



Digitized by VjOOQlC 



u 

n'intéresse pas moins le publie que les progrès des an- 
tres. Il avoit observe', en outre, que l'on ne gagne rien 
à surebarger les livres élémentaires , de calculs à moitié 
faits; que le commençant, au lieu de vérifier ces cal- 
cals, la plume à la main, se contente, pour l'ordi- 
naire , de les parcourir des yeux. Ce n'est donc pas non 
plus à caprice ni à stérilité, qu'il faut imputer à notre 
auteur ce laconisme qui caractérise son texte, et que 
je me suis fait un devoir de conserver dans la traduc- 
tion, autant que je l'ai pu, et que me Fa permis la diffé- 
rence des deux langues. Les jeunes gens n'ont que trop 
d'occasions d'apprendre à délayer les moindres choses 
dans beaucoup de mots, sans qu'on leur en donne des 
leçons dans les livres mêmes où il seroit si convenable 
de les préserver de ce mauvais goût. Il ne s'agit donc 
ici que d'une série de raisonnements exacts, exprimés 
par le jplus petit nombre de phrases possible: le reste, 
je le répète encore, appartient à des leçons orales. 

Mais c'est surtout à l'égard de la méthode de démons« 
tration constamment suivie dans le cours de ses principes, 
que l'auteur me paroît avoir laissé bien loin derrière lui* 
tous ceux qui l'ont devancé dans la même carrière. Plus 
de cette mauvaise métaphysique que M. d'Alembert ap- 
peloit métaphysique alambiquée, et qui infestoit encore 
de son temps certaines branches des mathématiques pu» 
res. Notre auteur est le premier qui en ait assujetti l'en-* 
semble à un seul et même art de raisonner, à cette règle 
de logique dont nous avons parlé ailleurs (1), et qu'il 

(i) Supplément à la traduction de la géométrie d'Euclide, de 
M» Peyrayd, note i r f. 
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a voit puîsée, à l'exemple de Hobbes et de Descartes, 
dans les écrits des anciens géomètres. 

« Puisqu'enseigner , dit le premier de ces deux phi- 
» losophes (1), n'est, autre chose que conduire l'esprit 
» de celui qu'on enseigne, à la connoissanbe des choses, 
» en lui faisant suivre la rouie que l'on a tenue soi- 
» même en les trouvant , la méthode de démonstration 
9 est la même que celle de recherche, si ce n'est qu'il 
» faut en supprimer Ja première partie, c'est-à-dire, 
» celle qui conduit depuis la sensation jusqu'aux prin- 
» cipes universels ; car ceux-ci , puisqu'ils sont des prin- 
» cipes, ne peuvent être démontrés; et puisqu'ils sont 
» connus d'avance, etc. , ils peuvent avoir besoin d'ex- 
» pli cation , mais jamais de démonstration. Donc toute 
» la méthode de démonstration est synth&ique; et elle 
» consiste dans l'ordre d'un discours commençant aux 
» propositions premières, ou les plus universelles , corn- 
» prises par elles-mêmes , et s'avançait toujours parun 
» enchaînement tentinuel de propositions syllogisti- 
» ques , jusqu'à ce que la vérité de la conclusion cher- 
» chée soi t comprise par celui qui apprend 

» Les propositions premières ne sont autre chose que 
» des définitions, et elles seules sont des bases de *të- 
» monstra lions , c'est-à-dire, que ce sont des vérités 
» âte'ées par la volonté de ceux qui parlent et de e<mx 
» qui écoutent, et qui, par cela même, sont impossibles 
» à démontrer » . 

Yoilà précisément la méthode d'Euclide. On disait 

(1) Voyez le chap. IV de la logique de Hobbes, tradact. de 
M, Destutt-Tracy, pag. 65& 
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que notre auteur n'a en devant les yeux, dans chaque 
théorie de ses principes, qne le sens strict de ce peu 
de mots. Pour en donner un exemple remarquable, 
nous n'aurons besoin que de nous arrêter un instant sur 
la définition fondamentale de son IX me . livre (i). Sui- 
vant la méthode ordinaire, on commencé la théorie des 
exposants, par a n = aaa etc. , lorsque n représente un 
nombre entier et positif; et de ce cas particulier, on 
procède syllogistiquement à la formule générale a*=i 
+ bc + i( bc Y + etc. , quel que soit le nombre b ; ce qui 
est absurde en rigueur logique, car l'espèce ne sanroit 
contenir le genre; et si le commençant ne s'aperçoit 
pas de cette absurdité , c'est parce que la courbe qu'on 
lui fait parcourir entre les deux objets a n = aaa etc. , 
et a b = i + bc + ^{bc) % + etc., est ordinairement aussi 
longue que compliquée. On lui cache d'abord le che- 
min le plus court qui devroit le conduire de l'un à 
l'autre; et ensuite l'autorité des livres, jointe à celle 
des professeurs , lui en impose. Voilà pourquoi M. da 
Cuoha a pris pour proposition première de la théorie 
exponentielle, la formule <z 6 = i + bc+ etc., d'où il n'y 
a qu'un pas à faire pour arriver à la définition vulgaire 
a n = aaa etc. ; et c'est ainsi, ou à peu près, qu'il faut 
discuter la plupart de ses définitions, si on ne veut pas 
courir le risque d'en rejeter les plus exactes, sans savoir 
ce que l'on fait. 

Mais la méthode de recherche n'est-elle pas la plu» 

lumineuse, la plus attrayante, etc.? Rien ne seroitplus 

superficiel qu'une pareille objection, si on prétendoit 

. .— i n i i 1 1 i . 1 1 ■ i ii ii ii ■ . » i ■ ■ 

(i) Voyez la définition II du liv, IX de ces principes. 
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Infirmer par-là le jugement de Hobbes, que nous ve- 
lions de citer en faveur de notre auteur. La méthode 
d'invention doit être aussi variable que les goûts de ceux 
qui se mettent à la place des inventeurs. Pour s'en con- 
vaincre, on n'a qu'à jeter les yeux sur la diversité de 
vues qui règne dans ces ouvrages élémentaires dont ou 
a parlé plus haut. A mon sens, s'il y a une méthode 
susceptible de limites en perfection ; ce ne peut être que 
la synthétique; car la vraie proposition première d'une 
théorie quelconque une fois trouvée 7 elle en sera tou- 
jours la première ; celle qui touchera de plus près la 
première , en sera toujours la seconde; ainsi de suite. 
Qr, ce n'est que de ces limites , rigoureusement parlant, 
qu'il s'agit ici. D'ailleurs ; puisque notre auteur présup- 
pose un intermédiaire quelconque entre lui et le simple 
commençant; il est visible que son plan n'exclut aucun 
moyen d'enseignement , pourvu que ce moyen mérite 
le nom de méthode. Tâchez, pourroit-il répondre à 
cet intermédiaire quelconque,, de suppléer comme vous 
le pourrez à la première partie de la méthode de re- 
cherche que j'ai supprimée, c'est-à-dire, à celle qui 
conduit depuis la sensation jus qu aux propositions uni* 
verselles. Expliquez ces propositions premières par 
votre méthode d'intention; développez à fantaisie les 
ramifications principales de chaque théorie, etc.; mais 
n'oubliez jamais de réduire vos développements à la 
synthèse la plus concise et la plus rigoureuse; autre* 
ment vos élèves pourront très -bien confondre quel- 
quefois des explications plausibles , et même des cer- 
cles vicieux, avec des démonstrations géométriques. 
Telle est en général ma manière d'apprécier l'ouvrage 
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dont je présente la traduction. Je voudrais pouvoir* 
m* étendre davantage, et prouver en détail du moins la 
sincérité de mon opinion ; mais cela demanderait trop 
d'espace. Nous y reviendrons dans un autre petit tra- 
vail que j'ai consacré encore à la, mémoire de M. da 
Cunha, et ou je tâche d'analyser non -seulement les 
théories de ses Principes qui me paraissent les plus par- 
faites, mais même celles qu'il aurait simplifiées bien 
davantage, s'il avoit eu le temps de les retoucher dans 
une seconde édition. Ce travail suivra de près le reste 
de ses œuvres de mathématiques, que j'ai promis plus 
haut. Heureux si, par mes bonnes intentions, je puis 
mériter l'indulgence du lecteur et l'approbation de me» 
compatriotes 1 
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LIVRE PREMIER. 



DEFINITIONS. 

I. JLiE point est un corps dont on peut négliger la 
longueur sans inconvénient remarquable. 

II. Le corps dont la longueur ne sauroit être négligée 
sans erreur sensible , se nomme ligne. 

III. Et celui dont on ne peut négliger de même que 
l'épaisseur , s'appelle surface. 

IV. Lignes droites sont celles qui n'entourent aucun 
espace > de quelque manière que deux d'entre elles se 
rencontrent entre deux points communs. 

V. Toute surface qui ne renferme aucun espace avec 
une ligne droite, de quelque manière que cette droite 
la rencontre entre deux points communs ? se nomme 
plan ou surface plane. 

VI. La surface plane prend le nom de cercle, lors- 
qu'elle est terminés par une seule ligne également dis-r 
tante d'un point intérieur de la même surface : cette 
ligne s'appelle circonférence ; et le point , centre dm 
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cercle. Tonte droite comprise entre le centre et la cir- 
conférence est un rayon , et la ligne droite, composée 
de deux rayons, s'appelle diamètre ; toute portion de 
cercle, comprise entre deux rajons et la partie , s ou arc 
de la circonférence qu'ils interceptent, est un secteur 
de cercle, et ces deux rayons en sont les côtés. 

Y II. On donne le nom A' angle à la figure que deux 
lignes forment ; lorsqu'elles aboutissent à un même point. 
Les deux lignes sont les côtés de l'angle , et le point 
où elles aboutissent en est le sommet. 

VIII. Par angle rectiligne on entend celui qui est 
formé par des lignes droites ; et lorsqu'on compare des 
angles rectilignes comme des grandeurs égales ou iné- 
gales , on sous-entend toujours des arcs de cercles, com- 
pris entre leurs cotés , et décrits de leurs sommets 
comme centres avec des rayons égaux ; et puisque deux 
rayons comprennent ainsi plus d'un arc, nous convien- 
drons de prendre , pour la valeur d'un angle rectiligne 
quelconque , le plus petit arc que les circonstances per- 
mettront , pourvu que cet arc soit compris entre ses cô- 
tés, et décrit de son sommet comme centre, avec le 
rayon dont on sera convenu d'avance. 

IX. Tout angle dont les côtés coupent ainsi le quart 
de la circonférence ; est un angle droit} et les côtés de ~ 
l'angle droit sont perpendiculaires entre eux. 

X. L'angle s'appelle obtus ou aigu , selon qu'il est 
plus grand ou plus petit qu'un angle droit. 

XI. Deux lignes droites sont dites parallèles , lors- 
qu'étant situées dans un même plan, elles ne peuvent 
me rencontrer, quelque prolongées qu'on les suppose. 

XII. Tout plan terminé par des ligues droites est 
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ton polygone > et les droites qui le terminent en sont 
les côtés» 

XIII. Le triangle est tin polygone à trois côtes. 

XIV. Le quadrilatère en a quatre. 

XV. Le pentagone, cinq. 

XVI. L'hexagone f six; et ainsi de suite. 

XVII. Le quadrilatère dont les côtes opposes 66nt pa- 
rallèles } se nomme parallélogramme* 

XVIII. Celui dont tous les angles sont droits, s'ap- 
pelle rectangle* 

XIX» Le rectangle équilatéral est un carré. 

DEMANDES. 

I. Tirer une droite entre deux points donnés. 

II. Prolonger à volonté une droite donnée. 

III. D'un centre avec un rayon donné décrire un 
cercle. 

AXIOME. 

Si deux lignes droites font avec une troisième droit* 
deux angles intérieurs d'un même côté, dont la somme 
soit moindre que deux angles droits, les deux premières 
droites prolongées de ce même côté pourront toujours 
se rencontrer. 

AVERTISSEMENTS. 

I. Tant que l'on n'avertira pas du contraire, nous 
supposerons toujours des figures situées sur un même 
plan. 

II. Lorsque les arcs dont il est parlé dans la défini- 
tion VIII ne seront pas décrits ; il suffira de les soms- 
«ntendre. 
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III. On marque un angle par trois lettres , en plaçant 7 
la seconde près du sommet, et les deux autres des deux 
côtes : on le désigne quelquefois par quatre, en plaçant 
la quatrième du côté de Tare qui lui convient. On l'in- 
dique aussi par la seule lettre du sommet, lorsqu'on le 
peut sans confusion. 

IV. Le signe= veut dire égal à ; > , plus grand que; 
< , moindre que ; sup. , supposition ; const. , construc- 
tion; dém. , démonstration; [i. déf. 5], définition V 
du livre I er . ; [ i. ax.] , axiome du livre I er . ; [2. 7] , pro- 
position Vil, livre H, etc. 

PROPOSITIONS, 

I. Sur une droite donnée construire un triangle équi-r 
latéral. 

Soit AB la droite donnée. Du centre A avec le rayon 
AB décrivez le cercle BC [ demande 3 ] ; du centre B 
avec le même rayon AB décrivez le second cercle AD $ 
du point E , ôii les circonférences se rencontrent , tirez 
les droites EA, EB [demande 1] : vous aurez AE=AB, 
BE=BA [1. déf. 6], et par conséquent AE=BE $ donc 
le triangle ABE sera équilatéral. 

II. Par un point quelconque , ou dans la direction 
d'un point donné, conduire d'un autre point donné une 
droite égale à une droite proposée. 

Soit d'abord A le premier point, C le second, et AB 
la droite donnée. Du centre A avec le rayon AB décrivez • 
le cercle BD ; tirez et prolongez, s'il le faut, AC de part 
et d'autre jusqu'à la circonférence, et vous aurez AE 
*r=AF=AB[i.déf. 6]. 

Supposons, en second lieu ; que G soit le premier point 
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donné, H le second, et IL la droite donnée. Menez GI^ 
et sur ce côté faîtes le triangle équilatéral IGMj prolongez 
MI,MG, en faisant IN==IL et MO=MNj conduisez, 
comme dans le premier cas , GP=GO dans la direction 
du point H, et vous aurez MO = MN, MG=MI 
[const. ], et par conséquent GO=IN : mais on a IL= 
IN et GP = GO [ const. ] ; donc GP = IL. 

III. Si deux triangles ont un angle égal compris entre 
des côtés égaux chacun à chacun , je dis que les troisiè- 
mes côtés, les angles opposés aux côtés égaux,, et le* 
deux triangles, seront égaux. 

Dans les deux triangles ABC, DEF, soit AB=D£ > 
AC=DF, et l'arc GH=l'arc IL, ces arcs étant décrits, 
des sommets A, D, avec des rayons égaux, AG=DI. 
Du sommet G avec un rayon quelconque CM décrivez, 
l'arc MN; coupez FO=CM [ t.. a] , et du centre F avee» 
le rayon FO, décrivez l'arc OP; du sommet B, par un» 
point quelconque Q du premier triangle, conduisez 1% 
droite BQ, prolongée jusqu'au côté opposé AC; achevez, 
le cercle ILV, et posez le triangle ABC sur DEF, de- 
manière que le point A tombe sur le point D , le côté- 
AB sur quelque autre point de DE, le côté A G près 
de DF, et le point C sur le plan du triangle DEF., Le& 
droites A B, DE, ayant deux points communs [const.] ^ 
doivent tomber l'une sur l'antre [j. déf. 4] > mais cea 
deux droites sont égales [sup. ] , et le point A est en Dfc 
[ const. ] - y donc le point B tombera sur le point E* 
Or, les droites AC, BC, ayant deux points commune 
avec le plan de DEF [const.], doivent tomber sur ce, 
même plan [ i. déf. 5] ; donc les points H, R, M, ainsi 
que la droite BR,.et par conséquent le point Q^tooxbfrv 
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ront aussi sur le plan de DEF [ i. déf. 5] -, donc tons les 
points d'ABC sont dans le plan de DEF. Je dis mainte- 
nant que tons ceux de GH doiyent tomber sur la cir- 
conférence ILVj ear autrement il y en anroit un, par 
exemple S, qui tomberoit soit en dedans , soit en dehors 
du cercle ILV; et menant la droite DST, ou DTS, 
on auroit DS=AG [i. déf. 6], AG=DI [const.], DI 
e=DT [ i. déf. 6] , et par conséquent DS=DT, ce qui 
serait absurde. Or , le point G est en I [dém. ] , et Tare 
GH= l'arc IL [sup. et déf. 8]; donc H sera en L, et 
. par conséquent le coté AC sur le coté DF : donc G 
tombe en F, parce que AC=DF [sup.]. D'où il s'ensuit 
que les troisièmes côtés BC, EF, ne feront qu'une seule 
et même droite ; donc BC=EF. Puisque CA tombe sur 
FD , CM sur FO, CB sur FE, et CW sur FP, l'arc MS 
tombera de même sur l'arc OP [dém. précédente] j donc 
MN = OP, et par conséquent l'angle C = l'angle F 
[ i. 8]. On démontrerait de même que l'angle ABC= 
DEF; et puisque les côtés des triangles ABC, DEF, les 
plans qu'ils entourent , et les angles qu'ils forment , 
posés les uns sur les autres, se recouvrent parfaitement, 
il s'ensuit que les deux triangles sont égaux. 

CoroL i. Si deux angles reotilignes coupent, selon la 
déf. 8 , des arcs égaux dans deux cercles donnés , ils 
couperont aussi des arcs égaux dans deux autres cercles 
quelconques, décrits de leurs sommets comme centres 
avec des rayons égaux. 

a. Si deux secteurs, tels que AGH et DIL, ont un angle 
égal compris entre des rayons égaux, ils seront égaux. 

IV. Lorsque les côtés d'un triangle sont égaux, les 
angles opposés à ces côtés sont égaux. 
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Supposons dans le triangle ABC le côté AB=AC, et 
prolongeons ÂB et ÀC en faisant CE=BD [i. a] : nous 
aurons AD= AE. Menons DC et BE. Pans les triangles 
ADCet AEB, on a AD=AE [dém.], AC=AB [sup.], 
et l'angle BAC commun ; on aura donc CD==BE, l'angle 
ACD=ABE, et l'angle BDC=CEB [i. 3]. Dans les 
triangles DBC, ECB, on a DB=EC [const.], DC=EB 
[dém.], et l'angle BDC=CEB [dém.]; donc l'angle 
DCB=EBC [ i. 3]: mais l'angle ACD=ABE [dém.] ; 
donc l'angle ACB=ABC. 

Y. Partager une droite donnée en deux parties égales. 

Soit AB la droite donnée. Sur AB construisez les 
triangles équilatéraux ABC, ABD, et menez la droite 
CD. Cette droite divisera AB également en E. 

Car CA étant === CB [const.] , on a l'angle CAE=r 
CBE [ i. 4], ainsi que DAE=DBE; donc l'angle CAI> 
=CBD : mais ces angles égaux sont compris entre de» 
côtés égaux ; savoir ; entre AC=BÇ et AD=BD [const.]; 
donc l'angle ACE=BCE [i. 3]. On aura donc dans les 
triangles CAE, CBE, le côté CE commun, CA=CB, et 
l'angle ACE=BCE [dém.], et par conséquent AE=r 
BE[i. 3]. 

VI. Par un point donné sur unç droite, quelconque 
élever une perpendiculaire à cette droite. 

Soit BC la droite, et A le point donné\ IJ s'agit d'é- 
lever AF perpendiculaire à BC» 

De côté et d'autre du poîpt A prenez AE=AD, et* 
construisez les triangles équilatéraux DEF et DEC; la. 
droite FA, menée par les points F, A, sera la perpen- 
diculaire demandée. 

La droite FG devant passer par le point À [*► &!> il 
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s'ensuit que FA fera partie de FG $ et puisque dans le 
triangle FDE,les deux côtes DF, EF, sont égaux [const.], 
on aura l'angle FDA=FEA [1. 4] : mais ces deux an- 
gles sont compris entre des côtés égaux, savoir, entre 
FD=FEet DA=EA [const.]; donc l'angle FAD S =FAE 
[1. 3]. On trouvera de même l'angle DAG=EAG. Or, 
les droites DF, FE, EG , GD, étant égales à la même 
droite DE [const.] , doivent être égales entre elles ; donc 
les triangles FDG, FEG, donneront l'angle DFG = 
DGF, et l'angle EFG==EGF [1. 4] h d'où l'on tire DFE 
t=DGE: mais ces deux angles sont compris entre des 
côtés égaux chacun à chacun, c'est-à-dire, entre DF = 
DG, et FE=GE ; donc les angles FED, GED, des trian- 
gles respectifs, seront égaux [1. 3]. Les triangles FEA, 
GEA, ont aussi l'angle FEA=GEA [dém.] compris 
entre FE=GE et AE commun , et par conséquent l'an- 
gle FAE=EAG [1. 3]j donc l'angle DAF=FAE= 
EAG=GAD [dém.], et par conséquent chacun de ces 
angles devra couper la quatrième partie de toute circon- 
férence décrite du centre A avec un rayon quelconque 
1 1. 3] j donc ils sont droits, et par conséquent la droite 
AF sera perpendiculaire sur BC [1. déf. 9]. 

Corot. 1. Tout diamètre d'un cercle en divise la cir- 
conférence en deux parties égales. 

2. L'angle dont les côtés sont en ligne droite est égal 
à deux angles droits. 

3» Et tout angle égal à deux droits a ses côtés en 
ligne droite. 

Supposons l'angle ABGE égal à deux angles droits. 

Si BA et BC ne sont pas en ligne droite, on pourra , 
en prolongeant CB, supposer CBE une ligne droite ; et 
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Conclure en conséquence, que l'angle CBE vaut aussi 
deux angles droits [corol. précéd.] : mais l'angle ÀBCE 
est égal à cette même somme [sup.] ; donc ABCE=CBE, 
ce qui est impossible. 

4- Une droite tombe perpendiculairement sur nne 
autre, lorsqu'elle la rencontre en faisant deux angles 
de suite égaux entre eux. 

VII. Si deux droites se coupent, les angles opposés 
par le sommet seront égaux; et^i les angles opposés 
par le sommet sont égaux , leurs côtés seront en ligne 
droite , pourvu que deux de ces côtés soient supposés en 
ligne droite. 

Soient BC, DE, deux droites qui se croisent en A. 
Chacun des angles BAGE et DAEB est égal à deux 
droits [1. 6. corol.] , et par conséquent BACE=DAEB; 
retranchant donc de part et d'autre la partie commune 
BAE, on aura BAD=CAE. 

Supposons l'angle BAD=CAE, et BC un ligne droite : 
je dis que AD et AE seront en ligne droite. 

Car on a d'abord l'angle BAD plus BAE =CAE pins 
BAE : mais ces derniers réunis font deux angles droits 
[ 1. 6. corol. 2 ] ,• donc les premiers BAD plus BAE 
feront aussi deux angles droits, et par conséquent DA 
et EA seront en ligne droite [1.6. corol. 3 ]. 

VIII. Si deux droites coupées par une troisième 
font avec elle des angles alternes égaux , ces deux 
droites sont parallèles entre elles. 

Soient CD, EF, les deux droites, et LB la troisième; 
et supposons que les angles alternes CAB , ABF, qu'elles 
forment ensemble, soient égaux : je dis qne CD et EF 
seront parallèles. 
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Car autrement elles pourront se rencontrer, par exem- 
ple en G. Divisons AB également en H [i. 5], et 
menons la droite GHI en faisant HI=HG. Si Ton joint 
AI , on aura les triangles AHI, GHB , dont l'angle AHI 
sera=GHB [i. 7] : mais les côtés qui comprennent ces 
deux angles sont égaux chacun à chacun, c'est-à-dire, 
AH=HB et HI=HG [const.]; donc l'angle HAI= 
HBF [i. 3] : or, GAH est aussi égal à HBF [sup.] - 7 donc 
HAI = IIAC, ce qui est impossible. Donc les deux 
droites CD, EF, ne sauroient se rencontrer, et par con- 
séquent sont parallèles [ 1 . déf. 1 1 ]• 

Corol. Deux droites sont parallèles, lorsqu'elles for- 
ment ayec une troisième droite l'un des angles exter- 
nes égal à l'angle interne opposé du même côté; ou 
lorsque deux des angles internes d'un même côté Ta- 
lent ensemble deux angles droits. 

Car supposant l'angle externe LAD = ABF interne, 
et opposé du même côté, on aura LAD=CÀB [ 1 . 7], 
et par conséquent CAB=ABF: donc Cï), EF, seront 
parallèles [dém. ]. 

Supposons que ABF et BAD, internes du même côté, 
fassent ensemble deux angles droits. Puisque CAB plus 
BAD font aussi deux angles droits [1.6. corol. ] , on aura 
ABF plus BAD=CAB plus BAD. Retranchant donc de 
ces deux sommes égales la partie commune BAD, reste 
ABF=CAB; d'oii il suit que CD et EF sont parallèle» 
[1.8]. 

IX. Si une droite coupe deux parallèles, les angles 
alternes seront égaux, les deux internes du même côté 
feront ensemble deux angles droits , et l'externe sera 
égal à l'interne opposé du même côté. 
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Soient DE, FG, parallèles, et B, C, les deux points ou 
elles coupent la troisième AB. Si deux des angles al- 
ternes, comme BCD et CBG, pouvoient ne pas être 
égaux, l'un, par exemple BCD, seroit plus grand que 
l'autre CBG ; on auioit donc BCD plus BCE > CBG 
plus BCE : mais la première de ces deux sommes 
vaut deux angles droits [ i . 6. corol. ] ; donc CBG plus 
BCE en feroit une plus petite que deux angles droits, 
et par conséquent CE, BG, prolongées à volonté, pour* 
roient se rencontrer [i. ax.] : mais cela est impossible 
[sup.] ; donc l'angle BCD = CBG. Il suit de là que F an- 
gle CBG plus BCE = BCD plus BCE : mais cette der- 
nière somme vaut deux angles droits [ i. 6. corol. ]; 
donc CBG plus BCE feront aussi deux angles droits. 

Or, ACE=BCD [1.7], et CBG=BCD [dém.] ; donc 
ACE=CBG. 

X. D'un point donné sur une droite quelconque 
tirer une droite qui y fasse un angle égal à un angle 
donné. 

Soit AB la droite, A le sommet, et CDE l'angle donné. 
Sur DE prenez un point quelconque G, et faites DF = 
DG [1. 2]; menez FG, que tous diviserez également 
en H [1 . 5 ] , et joignez DH. Puisque DF=DG [const.] , 
on aura l'angle DFH=DGH [1.4] : ma * s <*& angles 
sont compris entre des cotés égaux chacun à chacun , 
savoir, entre DG=DF et GH = FH [const.]; donc 
l'angle DHF=DHG [1. 3] , et par conséquent DH per- 
pendiculaire à FG [1. 6. corol.]. Prenant ensuite AI— 
DH [1. 2] , et levant IL perpendiculaire sur AB [ 1. 6] , 
et égale à FH [ 1 . 2 ] , menez AL. Dans les triangle» 
JAL, PJ1F, vous aurez IA=HD,IL=HF ; et l'angle 
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AIL=DHF [const.] , et par conséquent l'angle IAL= 
HDF [i. 3] ; faisant de même LAM=HDG, vous aurefc 
l'angle BAM=CDE. 

XL Par un point donné mener une parallèle à une 
droite donnée. 

Soit BG la droite, et A le point donné. Par un point 
quelconque D, pris sur la droite BC, menez AD, et cons- 
truisez l'angle DAE= ADB [ i. 10] : la droite AE sera 
parallèle à BG[i. 8]. 

XII. Dans tout triangle la somme des trois angles 
est égale à deux angles droits 5 et si on en prolonge l'un 
des côtés , l'angle extérieur sera égal à la somme des 
deux intérieurs opposés. 

Soit ABC un triangle quelconque. Menant CD pa- 
rallèle à AB, les angles DCB , BGA et CAB, feront en- 
semble deux angles droits [ 1. 9] : mais l'angle ABC=: 
DCB [1. 9]$ donc les trois angles ABC, BGA, CAB, 
réunis, feront aussi deux angles droits. 

Prolongeant AC vers E, puisque l'angle ECD=CAB 
[1.9], et DCB=ABC, on aura BCE=ABC plus CAB. 

XIII. Dans tout triangle le plus grand côté est opposé 
au plus grand angle, et le plus grand angle est opposé 
au plus grand côté. 

Soit dans le triangle ABC le côté AB > AC. Faisant 
AD= AC , et menant CD, on aura l'angle ACD=ADG 
[1. 4L et P ar conséquent ACB>ADC : mais l'angle 
ADC> ABC [ 1. 12] ; donc ACB>ABC. 

Soit dans le triangle EFG , l'angle EFG>EGF. Si 
le côté EG étoit <EF, l'angle EGFseroit> EFG [dém.], 
impossible [sup. ] : si EG étoit =EF, l'angle EFG seroj£ 
;=EGF [1.4], impossible ; donc EG> EF. 
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tJorol. Dans tout triangle des angles égaux sont op- 
posés à des côtés égaux , et des côtés égaux sont opposés 
à des angles égaux. 

XIV. Si deux côtés d'un triangle sont égaux à deux 
tôtés d'un autre triangle chacun à chacun, et que l'an- 
gle compris entre les premiers soit plus grand que l'an- 
gle compris entre les derniers , le côté opposé au plus 
grand angle surpassera le côte opposé au plus petit; et 
si le troisième côté du premier triangle surpasse le troi- 
sième côté de l'autre , l'angle opposé au plus grand côté 
sera plus grand que l'angle opposé au plus petit. 

Soit dans les triangles ABC, DEF, le côté AB=DE, 
AÇ= DF, et l'angle BAC > EDF. 

Au point A du côté AB, pas plus grand que le côté 
AC, faites l'angle BAG=EDF [ï. 10]. Puisque ABn est 
pas plus grand que AC, l'angle ACB ne sera pas plus 
grand que ABC [ ï. i3] : mais l'angle externe AGC est 
> ABC [ï. 12]; donc AGC > ACB , et par conséquent 
AC>AG [1. i3]. Sur A G prolongée prenez AH =s 
AC=DF, et tirez BH , HC. Les angles BAH, EDF, sont 
égaux [ const. ] : mais ils sont compris entre des côtés 
égaux, c'est-à-dire , entre AH=DF, et AB=DE [sup.]; 
donc le troisième côté BH sera=EF [i. 3]: mais AC 
=AH [const. ]; donc AHC=ACH [ 1. 43; et P ar C0DL - 
séquent BHC>BCH; donc BC>BH [1. i5], c'est-à- 
dire, BC>EF. 

Supposons dans les triangles ILM, DEF, le côté IL=: 
DE, IM=DF, et LM>EF. Si l'angle LIMétoit< 
EDF, le côté EF seroit> LM[dém.], contre la sup- 
position : si LIM étoit =EDF, le côté LM seroit =EF 
[ 1. 3] contre la supposition; donc l'angle LIM > EDF. 
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XV. Dans tout parallélogramme; les angles opposes, 
ainsi que les cotés opposés entre eux, sont égaux. 

Supposez A BCD un parallélogramme, et menez la dia- 
gonale BD. Puisque AD est parallèle à BC, et AB pa- 
rallèle à DG [sup. et i. déf. 17], l'angle ADBsera=? 
DBC [1. 9]; ainsi que l'angle BDC=ABD; donc l'angle 
ADC=ABC. On trouyera de même BAD=BCD. 

Je dis , en second lieu, que les côtés opposés sont 
égaux ; car s'ils ne le sont pas, on pourra supposer, par 
exemple, AB>DC: faisant donc BE=CD, et menant 
DE, on aura dans les triangles BDE, CBD, un côté com- 
mun BD, le côté BE=DC, et l'angle ABD=BDC[dém.]; 
donc BDE=CBD [1. 3]: mais ADB=DBC[dém.]; donc 
l'angle BDE=ADB, ce qui est impossible -, donc ÀB^= 
DC et AD=BC. 

CoroL 1. La diagonale partage le parallélogramme 
en deux parties égales. 

2. Tout parallélogramme est rectangle, s'il a un angle 
droit. 

XVI. Si deux côtés opposés d'un quadrilatère sont 
égaux et parallèles , le quadrilatère est un parallélo- 
gramme. 

Supposez que les côtés AB,GD, du quadrilatère A BCD, 
soient égaux et parallèles , et menez la diagonale BD : le 
côté AB étant parallèle à CD, l'angle ABD sera = BDC 
[ 1 . 9 ] : mais BA = DC [sup. ] , et BD commun ; donc 
l'angle BDA=DBC [ 1. 3], et par conséquent AD est 
parallèle à BC [ 1.8]. 
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DÉFINITIONS. 

I. 1 ou te ligne droite qui joint les extrémités d'un 
arc ; en est la corde. 

II. Pour qu'un angle soit inscrit II un arc, il faut que 
son sommet s'y trouve placé , et que ses côtés aboutis- 
sent aux deux extrémités de cet arc. 

III. Lorsqu'il est impossible de mener plus d'une 
droite par le sommet d'un angle quelconque, entre les 
lignes qui en sont les côtés ; on appelle ces ligne* tan- 
gentes Tune de Vautre, et on dit qu'elles se touchent 
réciproquement au sommet. 

PROPOSITIONS. 

I. Trouver le centre d'un cercle proposé. 

Soit ABC le cercle. Tirez la corde AB, et divisez-la 
également en D. Par le point D menez la perpendicu- 
laire EDC jusqu'à la circonférence, et divisez- la égale- 
ment en F : je dis que F sera le point que l'on demande. 

Car autrement le centre du cercle devra se trouver 
hors de la ligne EC [ i. déf. 6]. Supposons-le en G, et 
menons GA, GD ; GB y on aura AG=GB £i. déf. 6], et 
l'angleGAD=GBD [1.4]: mais AD=BD [const.]; donc 
ADG=BDG [ 1. 3], et par conséquent ces deux angfa 
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seront droits [1.6. corol.] : mais ADC est droit [const.J; 
donc l'angle ADG=ADC ; ce qui est absurde; donc F 
est le centre demande'. 

Corol. La perpendiculaire élevée sur le milieu de la 
corde passe nécessairement par le centre. 

IL Le rayon ne sauroit être perpendiculaire à la corde, 
sans la couper en deux parties égales j ni là diviser en 
parties égales , sans la couper perpendiculairement 7 
pourvu que la corde ne soit pas un diamètre. 

Soit AB la corde 7 C le centre , et CG un rayon per- 
pendiculaire à AB: je dis que AD =DB. 

Car autrement on pourra diviser AB également en E, 
et y lever la perpendiculaire EF 7 laquelle devra passer 
par le centre C [2. 1. corol.]; ce qui est impossible , vu 
que EF/doit être parallèle à CD [1. 8. corol. ]; donc AD 
=DB. 

. Supposons AD=DB : toute droite élevée perpendicu- 
lairement sur le point D doit passer par le centre C, et 
ne faire en conséquence avec CD qu'une seule et même 
droite [ 1. déf. 4 ]; donc CD est perpendiculaire à AB. 

III. Si d'un point intérieur du cercle on peut mener à la , 
circonférence trois droites égales, ce point en est le centre. 

Soit AB=AC=AD. Menez les droites BC,CD, et 
divisez-les également en E et F ; moyennant les droites 
AE et AF. Puisque BE=CE [const.], et BA=CA [sup.], 
ainsi que l'angle ABE=ACE [1. 4], on aura l'angle 
ÂEB=AEG [1. 3] - 9 donc AE perpendiculaire sur BC. 
On démon treroit de même que AF est perpendiculaire 
sur DC: mais AE, AF, doivent passer par le centre 
[2. 1. corol. ], et le point A est le seul où elles puissent 
se rencontrer; donc A est le centre du cercle. 



Digitized by VjOOQlC 



LIVRE Iî. * 17. 

ÎV. Si deux rayons divisent le cercle en deux sec- 
teurs ; l'angle de l'an de ces secteurs sera toujours, le 
double de l'angle inscrit à l'arc de l'autre secteur. 

A est le centre du cercle BCD, BADE l'angle de l'un 
des secteurs , et BCD l'angle inscrit à l'arc de l'autre 
secteur. 

Supposons d'abord que le centre A soit un point de 
BC, côté de l'angle BCD. Puisque AÇ=AD, on aura 
l'angle BCD=î=ADC [ 1. 4] : mais l'angle BAD est égal 
à la somme des deux BCD plus ADC [1. 12 ]; donc 
BAD sera le double de BCD. 

Supposons , en second lieu, que le centré A ne se 
trouve suf aucun des cAte's de l'angle BCD. Menant le 
diamètre CAF, l'angle BAF sera le double de BCF, et 
l'angle DAF double de DGF [dém.] ; donc BADE sera 
le double de BCD, 

CoroL 1. Un angle sera plus grand qu'un autre, s'il 
est inscrit dans un arc plus petit; et plus petit, s'il est 
inscrit dans un plus grand arc. 

2. Les angles inscrits sont égaux, lorsqu'ils le sont 
dans des arcs égaux; et si les arcs sont égaux, ces an- 
gles le seront aussi. 

3; Un angle sera droit, ou aigu , ou obtus, selon qu'il 
se trouvera inscrit dans une demi-circonférence, ou dans 
un arc plus grand ou plus petit que la demi-cireonférence« 

4. Deux angles opposés d'un même quadrilatère font 
ensemble deux angles droits , lorsque le quadrilatère est 
inscrit dans le cercle, c'est-à-dire, lorsque les sommets 
de tous ses angles sont à la circonférence. 

Y. Tout point de la corde , différent de ses extrémi-. 
tés, est placé dans l'intérieur du cercle. 

3 
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Soit C un point quelconque de la corde AB, et ï) U? 
centre. Menez les droites AD, BD, CD. L'angle DAC 
étant = DBG [ i.4] 7 et DBG < DCA [ï. 1a], on aura 
DAC < DCA , et par conséquent DC < D A [ ï . 1 3 ] : donc 
le point C sera dans l'intérieur du cercle. 

VI. Lorsqu'une droite et une corde se rencontrent 
dans un même point de la circonférence, de telle sorte 
que l'angle qu'elles y forment soit égal à l'angle inscrit 
dans l'arc extérieur, c'est-à-dire, dans l'arc qui n'est 
point compris entre la droite et la corde , je dis que cette 
droite touche les deux arcs au point oii elle les rencon- 
tre j et que si elle y est tangente à l'un de ces deux arcs, 
elle le sera également à l'autre, et formera de chaque 
côté de la corde, deux angles égaux à ceux qui seront 
inscrits dans les arcs externes , chacun à chacun. 

La droite DAE passe par l'extrémité A de la corde AB, 
et y fait arec elle l'angle BAE égal à l'angle ACB ins- 
crit dans l'arc ACB : cet arc s'appelle externe par rap- 
port à l'angle BAE. Cela posé , je dis que la droite DE 
touche les deux arcs AFB, ACB, au point A. 

Toute droite menée du point A à quelque autre point 
de l'arc AFB, doit tomber dans l'intérieur du cercle 
[2. 5 ] , et faire ayec AB un angle moindre que ACB 
[2. 4] ; car il sera inscrit à un arc ^ ÀCB -, donc ce même 
angle doit être < BAE , et par conséquent tous les points 
de l'arc AFB seront situés entre les droites AB et AE. 
Menons, s'il est possible , par le point A , entre le coté AE 
et l'arc AFB, une droite AG. Puisque l'angle BAE est 
= BCA [sup.], on aura BAG<BCA; on pourra donc 
faire BCH = BAG, et mener AH. L'angle BCH sera =j 
BAH [a. 4* çorol.], et par conséquent BAH = BAG, 
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fc f est-a-dire > la partie égale au tout; ce qui est absurde. 
H est clone impossible de mener par le point A, entre lé 
côté AE et l'arc AFB, une droite telle que AGj d'où it 
s 9 ensuit que la droite AE et l'arc AFB se touchent réci- 
proquement en A. [2. déf. 5}. 

D'un point quelconque F de Tare AFB > menez, leà 
droites FA, FB. Les deux angles opposés ACB, AFB > 
feront ensemble deux angle$ droits. [ 2. 4* corol. ] : mais 
les deux angles BAE plus BAD font aussi deux angles 
droits [1. 6. corol.] -> donc ACB plus AFB ±= BAE plus 
BAD : or l'angle ACBf=: BAE [sup.]> donc l'angle BAD 
t= AFB, et par conséquent AD touchera aussi l'arc ACB 
au point A [ dém. ]. 

Supposons maintenant que la droite IN touche l'aro 
ILM au point I; menons la droite. IL, et dans l'arc LMI, 
externe par rapport à l'angle LIN, inscrivons l'angle LMI: 
je dis que LIN sera = LMI j car si. LIN est, par exemple, 
> LMI, on pourra construire l'angle LIO = LMI, et 
pour lors le côté IO sera tangent à l'arc IL [dém.] : mais 
entre les deux droites IN, IO, on en peut mener autant 
qu'on veut; donc il sera possible de conduire plus d'une 
droite entre un arc IL et sa tangente IN $ ce qui est con- 
traire à la définition III, liv. II : donc LIN=LMI; d'oi 
il s'ensuit que la droite NIP doit toucher à la fois, et au 
même point I , les deux arcs IL et LMI* 

Corol. 1 . Un cercle et une droite ne peuvent se tou- 
cher que dans un point. Cette conséquence dérive de la 
proposition précédente et du commencement de la dé- 
monstration. 

2. Toute droite menée par le centre d'un cercle, et 
par le point de contact, est perpendiculaire à la tangent* 
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dans ce mémfe point; et toate droite perpendiculaire h 
la tangente au point de contact > doit passer par le centre 
dn cercle. 

3. Toute perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon 
est tangente à la circonférence* 

4* On se peut mener qu'une tangente par un seul 
point de la circonférence. 

VII. Le diamètre est la plus grande de toutes les cor- 
des d'un même cercle. 

Soient ÂC un diamètre, etAB, BC ; deux cordes du 
cercle ABC; l'angle ABC sera droit [2. 4» corol.] , et par 
conséquent > ACB [ 1. ia] : donc AC > AB [ 1. i3]. 

VIII. De deux arcs de cercle décrits ayec des rayons 
égaux, et moindres que la demi -circonférence , le plus 
grand est celui qui a une plus grande corde , et la plus 
grande corde soutend un plus grand arc. 

GA, HD, sont deux rayons égaux, et ABC, Ï)EF, des 
arcs circulaires moindres que les demi -circonférences 
respectives. Soient menées les cordes AC, DF, et Tes 
rayons GC, HF. Ces rayons seront égaux. Supposons l'are 
ABC > DEF • l'angle AGC sera > DHF [ 1 . déf. 8] , et 
par conséquent la corde AC > DF [ 1. 14]. Si l'on sup- 
pose la corde AC > DF, on aura l'angle AGC > DHF 
[ 1 . i4] , et par conséquent l'arc ABC > DEF [ 1 . déf. 8]. 

Si le plus grand arc étoit une demi-circonférence, la 
corde en seroit le diamètre , et partant la plus grande [2. 
7]; si la plus grande corde étoit un diamètre, l'arc sou- 
tendu seroit une demi-circonférence, et partant le plus 
grand arc [sup. ]. 

CoroL Dans des cercles à rayons égaux, les arcs égaux 
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ont des cordes égales ; et les cordes égales soutendent de 9 
arcs égaux. 

IX. Deux lignes qui touchent une troisième dans un 
point quelconque , sont tangentes entre elles dans ce 
même point. 

Supposons que AB, AC, touchent la même ligne AD 
au point A : je dis que AB touche AC au même point. 

Car autrement on pourroit mener entre AB et AC, par 
le point A, deux lignes droites [2. déf. 3] , et entre ces 
deux lignes autant de droites qu'on voudra : mais de 
toutes ces droites , il en tomberoit deux pour le moins , 
soit entre B A et DA , soit entre CA et DA 5 donc les lignes 
AB , AC, ne seroient pas toutes deux tangentes à la même 
droite dans un même point, ce qui seroit contraire à la 
supposition. Donc AB est tangente à AC. 

CoroL 1 . Les circonférences de deux cercles , qui ont 
un point commun en ligne droite avec leurs centres, 
sont tangentes l'une de l'autre dans ce même point ; et 
les circonférences qui sont tangentes l'une de l'autre , 
ont leurs centres en ligne droite avec le point de contact. 

Soit AB la droite qui joint les centres de deux cercles, 
et A le point commun à leurs circonférences. Si l'on 
mène la perpendiculaire ACpar le point A, les deux cer- 
cles toucheront AC dans ce point [ 2. 6. corol. ] , et par 
conséquent ils s'y toucheront réciproquement [2. 9]. 

Soit A le point de contact de deux cercles qui s'y tou- 
chent réciproquement, et B le centre de l'un d'eux. Par 
le point A menez la droite AC perdendiculaire au rayon 
AB$ AC sera tangente de ce cercle au point A [ 2. 6. co- 
rol.] : mais les deux cercles s'y touchent réciproquement 
[su£.]j donc AC sera aussi tangente de l'autre [2. 9], 



s 
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et par conséquent AB prolongée , devra passer aussi par 

non centre [ a. 6. corol.]. 

2. Deux cercles ne peuvent se toucher qu'en un seul 
point. 

Supposons, s'il est possible, qu'ils se touchent en 
deux, par exemple en A et B, et tirons la corde AB, di* 
visée également en G par la perpendiculaire CD : cette 
droite prolongée à volonté passera par les centres des 
deux cercles [2. i. corol.], sans rencontrer les points 
A ; B de contact [contre le corol. précédent]; donc le* 
fleux cercles ne se touchent qu'en un point. 
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DEFINITIONS, 

I. J-JE tout composé de parties égales s'appelle mul* 
tiple de chaque partie , et chaque partie sous~multipl& 
du tout. 

II. Lorsqu'on compare deux grandeurs quelconques 
en examinant combien de fois la première comprend nu 
sous-multiple quelconque de la seconde, on nomme- 
celle-ci conséquent, et l'autre antécédent. 

III. Si plusieurs antécédents et leurs conséquents sont 
tels- qu'aucun des antécédents ne puisse contenir an 
sous-multiple quelconque de son conséquent, plus de 
fois que chacun des autres antécédents ne contient ua 
équi-sous-multiple de son conséquent, on les nomme- 
proportionnels, et on dit que l'un des antécédents est à 
son conséquent^ comme chacun des autres antécédents, 
est à son conséquent. 

AVERTISSEMENT, 

I. Pour désigner qu'une grandeur À est à une gran- 
deur B, comme une autre grandeur G est à une gran- 
deur D , on écrit A : B:: C : D» 

II. A-f B, c'est-à-dire, A plus B, marque le tout com- 
posé des parties A et B. 
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III. A — B, c'est-à-dire, A moins B, marque oe que 
Ton doit ajouter à la grandeur B, pour composer un tout 
égal à A. 

AXIOME, 

Deux grandeurs Inégales e'tant proposées, quelque 
multiple de la plus petite excédera la plus grande. 

PROPOSITIONS. 

I. Deux grandeurs étant proposées, si de la plus 
grande on retranche non moins de la moitié , et du reste 
non moins de la moitié , et ainsi de suite, on parviendra 
toujours à un reste moindre que la plus petite. 

Soit A > B; quelque multiple de B sera > A [3. ax.]. 

Soit d'abord B+B > A, et G la moitié de A : on aura 
A=C+C, B+B > C+C, et par conséquent B > C. 

Soit B+B+B > A , et désignons par C la moitié de A, 
et par D la moitié de C : on aura A=C+C=D+D 
+D+D < B+B+B; donc D < B. 

Soit B+B+B+B> A. Retranchons de A la moitié, 
et soit G l'autre moitié; retranchons de C la moitié, et 
soit D l'autre moitié ; retranchons de D la moitié, et soit 
E l'autre moitié : on aura A==E+E+E+E+E+E+E 
+E< B+B+B +B, et par conséquent E < B; et ainsi 
de suite. Mais si à chaque soustraction on retranchoit 
plus de la moitié, le dernier reste seroit encore plus pe- 
tit; donc, etc. 

Çoroh Quelque inégales que soient deux grandeurs 
homogènes, on pourra toujours supposer un sous-mul- 
tiple de la plus grande, moindre que la plus petite. 

II. Quatre grandeurs étant proportionnelles , si un an* 
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técédent est plus grand que son conséquent, l'autre an- 
técédent sera aussi plus grand que son conséquent ; et si 
un antécédent est plus petit que son conséquent, l'autre 
antécédent sera plus petit que son conséquent. 

Soit A : B :: C : D. Si A , B , ne sont pas égaux, on pourra 
prendre un sous-multiple de B , moindre que toute dif- 
férence qui puisse exister entre A et B [3. i. corol.]. Dé- 
signons par E ce sous-multiple, et supposons A > B, et 
F aussi sous-multiple de D que E Test de B; E entrera en 
À plus de fois qu'en B [ const.] : mais F entre en C autant 
de fois que E en A [const. et 5. déf. 3]; donc F entre en C 
plus de fois que E n'entre en B. Mais F entre en D autant 
de fois que E en B [ const. et 3. déf. 3} $ donc F entrera 
en C plus de fois qu'en D, et par conséquent C > D. 

Soit A < B. On trouvera, de la même manière, que F 
entre en G moins de fois qu'en D, et par conséquent G 
<D. 

Corol. Si un antécédent est égal à son conséquent , 
les autres antécédents seront égaux à leurs conséquents. 

III. Le plus grand antécédent aura aussi le plus grand 
conséquent. 

Soit A:B::C:D, et A > C. Il y aura une grandeur E 
sous-multiple de B, et<A et<A — C. Supposons F 
aussi sous-multiple de D que E l'est de B; E entrera en 
A plus de fois qu'en C : mais F entre en C autant de fois 
que E en A $ donc G contient F plus de fois que E , et par 
conséquent E > F. Mais B, D, sont équimultiples de E 
«tFj doncB>D. 

Corol. Des conséquents égaux ont des antécédents 
égaux. 

IV, Si plusieurs grandeurs sont proportionnelles, on 
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aura chaque antécédent plus son conséquent à son oon* 
séquent, comme chacun des autres antécédents plus son 
conséquent à son conséquent ; et si les antécédents sont 
plus grands que leurs conséquents, on aura aussi chaque 
antécédent moins son conséquent à son conséquent 7 
comme chacun des autres antécédents moins son con- 
séquent à son conséquent. Cette proposition est facile, 
à déduire de la définition III, liv. III. 

Y. Lorsque plusieurs grandeurs seront proportionnel- 
les et homogènes , on aura tous les' antécédents pris en- 
semble à tous leurs conséquents ; comme chaque anté- 
cédent est à son conséquent. 

Soit A:B::C:D. Je dis que A+C:B+D::A:B. Sup- 
posons P sous-multiple de B et moindre que A, et Q aussi 
sous-multiple de D que P l'est de B. Si P n'entre qu'une 
fois en A, et par conséquent Q une seule fois en C [3. déf. . 
3] , le tout P+Q n'entrera qu'une fois en A+C } car. l' ex* 
ces de A sur P doit être moindre que P, et celui de G 
sur Q moindre que Q. De même si P +P entre une seule 
fois en A, et par conséquent Q+Q une seule fois en C 
[3. déf. 3],letoutP+P+Q+Q,oubienP+Q+P+Q, 
n'entrera qu*une fois en A+C. On prouvera de même, 
que si P entre trois fois en A 7 et par conséquent Q troi» 
fois en C 7 le tout P+Q n'entrera que trois fois en A+C j 
et ainsi de suite. Mais P+Q est aussi sous-multiple de 
B+D que P l'est de B; [car si l'on suppose B=P+P, 
et par conséquent D=Q+Q, on a B+D=P+P+Q 
+Q=P+Q+P+Q; si l'on suppose B = P+P+P, <a 
D=Q+Q+Q, on a B+D=P+P+P+Q+Q+Q== 
P+Q+p+Q+p+Q^ et ainsi de suite] : donc A+C :B, 
+D:;A:B. 
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Soit encore A :B::E:Fj on aura C :D::E :F, et par con- 
séquent C+E:D+F::C:D, ou C:D::C+E:D+F; ou 
bien A:B::C+E:D+F, et par conséquent A+C+E:B 
+D+F::A:B. 

Et ainsi de suite. 

Corol. SoientA,B homogènes: onauraA:B::A:B, et 
A+A:B-t-B::A:Bj ou bien A:B::A+A:B+B ; 011A+ 
A+A:B+B-f-B::A:B$ et ainsi de suite. D'où il suit que 
deux grandeurs homogènes sont entre elles comme leurs 
équimultiples. 

VI. Deux antécédents et leurs conséquents sont pro- 
portionnels, lorsqu'il est impossible de trouver deux équi- 
multiples des antécédents et deux équimultiples des 
conséquents, de telle manière que le multiple de F un 
des antécédents soit plus grand que celui de son consé- 
quent, et le multiple de l'autre antécédent plus petit 
ç|[ue celui de son conséquent. 
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B, C, 
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Soient A , C les antécédents , B, D les conséquents, et 
E, F deux équi*sous-multiples quelconques de B, D; si 
A,B,C ; D,ne sont pas proportionnels, l'un des sous- 
multiples, par exemple F, entrera en G plus de fois que 
E n'entre en A [3. déf. 3]. Prenons G, H équimultiples 
de E, F, mais à condition que H soit le plus grand mul- 
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ttple de F qui paisse entrer en G ; on aura G > À. Soient 
I, h, M ; équimultiples de A, G— A et H, mais I> B, 
et L > Bj et prenons N, ; équimultiples de B, D , à 
condition queN soit > I ; et < I+L* Puisque I, L, sont 
équi multiples de A et G — A, on trouvera, en raison- 
nant comme nous l'avons fait dans la démonstration pré- 
cédente; que I +L est aussi multiple de A+G — A, 
c'est-rà-dire, de G; que I Test de A, ou M de H [const.]. 
On aura donc I+L et M équimnltiples de E, F : mais 
N et O équimultiples de B, D, sont par cela même équi- 
multiples de E ; F, et on a I+L>N [const.]; donc 
M > O-, car E doit entrer en I+L plus de fois qu'en N, 
et par conséquent F en M plus de fois qu'en O, Soit P 
aussi multiple de G que I Test de A ^ ou M de H : on aura 
P non < M, et par conséquent > O. Il sera donc pos- 
sible de trouver I, P, équimultiples de A, C ; N, O; équi- 
multiples de B, D ; I < W [const.] ; et P > O [déuu ]; 
ce qui est contraire à l'hypothèse : donc F ne sauroit 
entrer en G plus de fois que E en A, et par conséquent 
A:B::C:D[3.déf.5]. 

Y II. Quatre grandeurs étant proportionnelles , si l'on 
prend deux équimultiples des antécédents, et deux équi- 
multiples quelconques des conséquents; les qnatres gran- 
deurs qui en viendront seront proportionnelles. 

I M L N 

E G F H 

A:B::C:D 

P Q 

R 

S 

Soient A:B::C:D; E, F ; équimultiples de A, C; 
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I > t, équimultiples de E, F; G, H, équimultiples de B, D, 
et M, N , équimultiples de G, H : je dis que I sera > M, 
tontes les fois que L sera > N; ou I < M ; lorsque L < N, 

Supposons I> M, et £ r Q, équi-sous-multiples de B ; D, 
mais à condition que P, moindre que A , puisse entier 
dans la moitié de I — M plus de fois que A n'entre en I. 
Prenez R multiple de P ; moindre que A ; sans être < 
A — Rj et S aussi multiple de R que I Test de A, 
Retranchant R de I autant de fois que A entre en I, 
la somme de tous les restes sera moindre que la moi- 
tié de I — M [const.] : donc I — S moindre que la 
moitié de I — M, et par conséquent S plus grand que 
la somme de M plus la moitié de I — M. P entrera donc 
en S plus de fois qu'en M : mais il est facile dé dé- 
montrer que Q ne peut pas entrer en L moins de fois 
que P en S; donc Q entrera en L plus de fois que P en 
M > et par conséquent Q en L plus de fois qu'en N ; d'où 
il s 9 ensuit que L>N, lorsque I > M. On démontreroit 
de même L < ET ; lorsque I < M : maïs I , L , sont équi- 
multiples de E, F, et M, N, équimultiples de G, H; 
doncE:G::F:H. 

VIII. Si plusieurs grandeurs sont proportionnelles 7 
chaque conséquent sera à son antécédent , comme cha- 
que conséquent est à son antécédent. 

EGFH G E H F 

A,B, C,D B,A,D,C 

Soit A:B::C:D; je dis que B:A::D:C; car supposant 
E, F, équimultiples de A , G , et G ; H , équimultiples de 
B, D ; on aura E:G::F:H [3. 7], et par conséquent E 
> G, lorsque F > H, ou hien E < G, lorsque F < H 
[3. a]:doncB:A::D:C[3. 6]. 
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IX. Si plusieurs grandeurs proportionnelles sont ho* 
niogènes, les antécédents seront entre eux comme leur* 
conséquents. 

Soit A:B::C;D des grandeurs homogènes : je dis que 

AiC::B:D. 

E G F H 
A,C,B,D 

Prenant E, F équimultiples deA,B,etG,H équi* 
multiples quelconques de C, D, on aura E:F::A:B, et 
G:H:iC:D [ 5. 5. corol. ] ; mais on a A:B::CiD[sup.]$. 
donc E:F::G:H; et par conséquent E>F ou E<F, 
en même temps que G > H, ou G < H : donc A : C:i 
B:D. 

X. Soit dans une série de grandeurs la première à la 
seconde, la seconde à la troisième, la troisième à la 
quatrième, et ainsi de suite, comme dans une autre 
série de grandeurs la première à la seconde , la seconde 
à la troisième, la troisième à la quatrième, et ainsi de 
suite; je dis que la. première et la dernière de la pre- 
mière série seront entre elles, comme la première et la 
dernière de la seconde. 

Dans les séries A, C,E,etB, D, F,soit A:C::B:D, 
et C:E::D:F : je dis que A :E::B:F. 

R 
* X T 
A, C, E . 
B,D, F 
Z V S 

Q 

Soient Y, Z équimultiples quelconques de A, B$ X,V 
équimultiples quelconques de C , D; T, S équimultiples 
quelconques de E, F, mais T plus grand, ou plus petfc 
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Hjue Y; et supposons R, Q équi-sous-multiples de X, V, 
mais R moindre que Y ; et moindre que T, et moindre 
que l'excès de T sur Y , ou de Y sur T. Puisque A:B:; 
C :D, on aura aussi Y : X :: Z iV, et X:T:ÎV j S [3* 7] ; 
donc T:X::S:V [3.8]. 

Supposons Y > T; R entrera en Y plus de fois qu'en ï 
[const.] : mais Q doit entrer en Z autant de fois que 
R en Y, parce que Y:X::Z:V [3. déf.3]; donc Q 
entre en Z plus de fois que R en T : mais Q entre en S 
autant de fois que R en T, parce que T:Xî:Sî V [ déf. 3. 
dém.] ; donc Q entre en Z plus de fois qu'en S, et par 
conséquent Z > S, lorsque Y > T. On trouyeroit de même 
S >Z, lorsque T > Y } donc A:E::B:F [ 3. 6]. 

Dans les séries A, C,E,G,B, D,F,H, soitA:C::B:D, 
C:E::D:F, etE:G::F:H: je dis que A:G::B;H; car 
les deux séries A, C, E; B, D, F, donnent A:E::B:F 
[dém.]; donc les séries A/E, G; B, F, H, donneront 
demêmeA:G::B:H. 
• Et ainsi de suite. 

XI. Si dans une série de grandeurs la première est à 
la dernière , la seconde à la dernière, la troisième à la 
dernière , et ainsi de suite, comme dans une autre série 
la première est à la dernière, la seconde à la dernière, la 
troisième à la dernière, et ainsi de suite; je dis que tous 
les termes de la première série pris ensemble , moins le 
dernier terme, seront au dernier terme, comme tous les 
termes de la seconde pris ensemble , moins le dernier 
terme, sont au dernier terme. 

Dans les séries A, E, Bj C, F, D, soit A:B::C:D, et 
E:B::F:D; on aura aussi B:E::D:F [3. 8], et par con- 
séquent les deux séries A ; B, E, et C, D, F, donneront 



— — 



Zl PRINCIPES MATHÉMATIQUES, 

A:E::CjF[3. io]: donc A+E:E::C+FjF [5. 4 Jj. 
donc les séries A+E, E, B, et C+F, F, D, donneront 
A+E:B::C+F:D [3. io]. 

Soient A, E,G,B,etC, F, H, D,les séries; on aura 
A+E:B::C+F:D [dém.] : donc les séries A+E, G, B, 
et C+F, H ; D ; donneront aussi A+E+G:B::C+F-f-H 
:D> 

Ainsi de suite. 

CoroL Si deux antécédents sont équimultiples de leurs 
conséquents , les quatre grandeurs seront proportion- 
nelles. 

Par la définition III de ce Ht* III, on a A:A::B:B; 
donc les séries A,A,A,etB, B,B, donneront A-f-A 
:A:!B+B:B. On déduira de même des séries A ; A, A, 
A, et B > B, B, B, A+A+Ai Ar.B-fB+B:B, 

Ainsi de suite. 
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LIVRE IV. 



DÉFINITIONS. 

I. vje chiffre i ; ou le mot un 7 ou le nom A 9 unité > 
désigne la "grandeur dont on se sert pour en déterminer 
une autre du même genre , en examinant combien de 
fois l'une d'entre elles contient quelque sous-multiple 
de l'autre. 

II. L'unité et les grandeurs qu'on compare arec elle, 
suivant la définition précédente, s'appellent nombres'; 
l'unité et ses multiples sont des nombres entiers; le 
multiple d'un sous-multiple quelconque de l'unité s'ap- 
pelle fraction, ou nombre fractionnaire ; et la gran- 
deur qui n'est multiple d'aucun sous-multiple de l'unité, 
est un nombre sourd ou irrationnel* 

III. Tout nombre qui est à l'unité comme un anté- 
cédent quelconque est à son conséquent, s'appelle le 
rapport de cet antécédent à son conséquent, ou raison 
auilj- a entre cet antécédent et son conséquent. 

IV. Diviser une grandeur par une autre du même 
genre, c'est déterminer le rapport de la première à la 
seconde. Diviser une grandeur par un nombre proposé, 
c'est trouver une autre grandeur qui soit à la première 
comme l'unité est au nombre proposé. En pareils cas, 
la' grandeur à diviser s'appelle dividende; la grandeur 

3 
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ou le nombre proposé; diviseur; et le nombre on la 
grandeur demandée , quotient. On désigne un quotient 
en soulignant le dividende, et en récrivant au-dessus 
du diviseur. Le quotient ainsi indiqué , prend quelque- 
fois le nom de fraction, ou de nombre fractionnaire ; et 
pour lors le dividende s'appelle numérateur; et le divi- 
seur, dénominateur. 

Y. Le quotient prend encore un autre nom , lorsque 
l'unité en est le dividende; dans ce cas, on l'appelle 
Yinverse, ou le réciproque du diviseur. 

VI. Multiplier une grandeur par un nombre , c'est 
chercher une autre grandeur qui soit à la proposée 
comme le nombre est à l'unité. La proposée se nomtte 
multiplicande - 9 le nombre, multiplicateur; et la gran- 
deur demandée , produit. Le multiplicande et le multi- 
plicateur sont les facteurs du produit. Le produit de 
deux facteurs multipliés par un nombre , ou le produit 
de deux nombres multipliés par une grandeur, s'appelle 
produit de trois facteurs ; le produit de trois facteurs 
par un nombre, ou le produit de trois nombres par une 
grandeur, s 1 appelle produit de quatre facteurs , et ainsi 
des autres. On indique un produit de plusieurs facteurs, 
en les écrivant de suite, et de gauche à droite, ou bien 
en mettant entre eux le signe X ; lorsque cela devient 
nécessaire pour éviter toute confusion. 

YII. Le produit de plusieurs rapports s'appelle rap- 
port composé } ou raison composée de ces rapports j le 
produit de deux rapports égaux s'appelle raison dou- 
blée de cbacun de ces rapports; et chaque rapport, rai- 
son sous-doublée du produit; le produit de trois rap- 
ports égaux s'appelle raison triplée de chacun de ces 
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apports; et chaque rapport, raison sous-triplée du pro- 
duit , et ainsi de suite. 

VIII. Le produit de deux facteurs égaux est le carré 
de chacun de ces facteurs , et chaque facteur s'appelle 
racine carrée du produit; le produit de trois facteurs 
égaux est le cube de chacun de ces facteurs, et chaque 
facteur est la racine cubique du produit; le produit de 
quatre facteurs égaux est le carte carré de chacun de$ 
facteurs , et chaque facteur est la racine carrée carrée du 
produit; le produit de cinq facteurs égaux est le carré 
cube de chacun dés facteurs, et chaque facteur s'appell? 
racine carrée cubique An produit;. le produit de six fac- 
teurs égaux est le cube cube de chacun des facteurs ? 
et chaque facteur, racine cube cubique" du produit, et 
ainsi de suite* 

VIII. Deux ou 2 est égal à i + i ; trois ou 3=;2 + i j 
quatre ou 4 = 3 + 1 ; cinq ou 5 = 4 + 1 ; six ou 6 = 5 + 1 ; 
sept ou 7=6+i; huit ou 8=7 +>; jneuf ou Q*==8+ij 
zéro ou oï= rien. • 

Chacun de ces chiffres, lorsqu'ils sont écrits de suite, 
et de droite à gauche, est censé ne représenter que la 
dixième partie de ce qu'il vaudrait au rang immédiat à 
gauche; et on fixe , par le moyen d'une rirgule placée 
immédiatement à droite, le rang ou chaque chiffre ne 
, doit valoir que ce que son nom indique, à moins que 
ce rang ne soit le dernier à droite, la virgule devenant 
alors superflue. 

Exemple. Dans l'expression 325,74 le 5 ne vaut que 
cinq unités; le 2, s'il étoit au rang du 5, ne vaudroit j> 
à cause de la virgule, que deux unités, ce qui ne seroit 
que la dixième partie de sa valeur actuelle,; donc, à la 
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place ou il est, il doit valoir dix fois deux unités, ôtt, 
ce qui revient au même, deux fois dix unités, ou deux 
dizaines, ou vingt unités; le 5, au rang immédiat à 
droite, ne vaudrolt: donc que trois dizaines ou trente 
unités^ donc, à la place oui il est, il doit valoir dix fois 
trois dizaines, ou trois cents unités, ou bien trois cen- 
taines d'unités. On aura donc, pour la partie 525, trois* 
cent vingt-cinq unités. Le 7, au rang du 5, vaudroit sept 
unités; donc, là où il est, il ne doit valoir que sept 
dixièmes; le ^ } ar\x rang du 7, dévroit donc valoir quatre 
dixièmes; donc sa valeur actuelle ne peut être que de 
quatre centièmes. On aura donc, pour l'expression to- 
tale . trois cent Vingt-cinq unités sept dixièmes et qua- 
tre centièmes parties de l'unité. 

Observant que chaque dixième vaut cent centièmes, 
et que sept dixièmes valent, en conséquence, sôîxante- 
dix centièmes, on pourra lire là partie décimale, en di- 
sant: soixante-quatorze centièmes. 

Observant encore que chaque unité contient cent 
centièmes, que chaque dizaine en contient mille, et 
chaque centaine, dix mille, on pourra lire l'expression 
325,74> en disant" i trente-deux mille cinq cent soixante- 
quatorze centièmes. 

Cet exemple servira de règle dans tous les cas sem- 
blables. 

- Pour faciliter la prononciation des nombres compo- 
sés de beaucoup de chiffres, on est convenu de dire mil- 
lion, au lieu de mille fois mille; billion, au lieu de 
mille millions ; trillion , au lieu de mille billions , et ainsi 
de suite. Il est donc clair qu'en partageant un nombre 
quelconque en tranches de trois rangs, en commençant 
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par le dernier chiffre à droite , les millions se trouve- 
ront au premier rang sur la droite de la troisième tran- 
che - 7 les billions , au premier rang sur la droite de la 
quatrième tranche, et ainsi de suite. 

Par exemple, le nombre 23 456 789 254 565 456 
vaudra vingt-trois quatrillions, quatre cent cinquante-six 
tri liions, sept cent quatre-vingt-neuf billions, deux cent 
trente-quatre millions, cinq cent soixante-cinq mille > 
quatre cent cinquante-six unités. 

L'emploi des zéros se voit dans les exemples suivants: 
24oo5= vingt-quatre mille cinq unités. 
34°°5o=deux cent quarante mille cinquante unités. 
o,5— trois dixièmes. 
o,o5= trois centièmes. 
o,oo5 = trois millièmes. 
o,ooo3o5 = trois cent trois millionièmes. 

AVERTISSEMENT. 

On désigne le produit de deux facteurs 3 et A [4. défc 
7] , en écrivant A X 3, ou 3 X A, ou simplement 5 A; 
mais jamais A 3. En pareils cas, le multiplicateur prend 
le nom de coefficients 

PROPOSITIONS. 

I. Trouver la somme de plusieurs nombres donnés, 
c'est-à-dire, trouver un nombre qui soit égal à plu- 
sieurs nombres écrits selon la définition IX, liv. IV. 

En voici le procédé et la démonstration. Pour ajouter 
ensemble les nombres donnés 2o36,oj; 9*9)5', o/>o5, . 
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et 78,719, on écrira d'abord les uns au-dessous des au* 

très, comnle on le voit ici : 

2036,07 

9*9>5 
o,oo3 

7 8 >7*9 
3044,29a 

en plaçant les unités sous les unités , les dizaines et les 
dixièmes sous les dizaines et les dixièmes, les centaines 
et les centièmes sous les centaines et les centièmes, ainsi 
du reste. On tirera ensuite un trait horizontal au-dessous 
du nombre inférieur, et on commencera l'opération par 
la première colonne à droite, en disant : 3 plus 9 font 12 
millièmes, c'est-à-dire, 10 millièmes plus 2 millièmes , ce 
qui fait 1 centième plus 2 millièmes; on écrira donc 2. 
sous les millièmes, en retenant 1 centième qju'il faudra 
ajouter à la colonne respective, en disant: 1 plus 7 plus 
1' 1 font 9 centièmes ; on pose 9 sous les centièmes , et on 
ne retient rien. La colonne immédiate donne 1 2 dixiè? 
mes, c'est-à-dire, 1 unité plus 2 dixièmes; on pose donc 
a et on retient 1. La colonne immédiate, en y ajoutant 
Fi , donne 24 unités; je pose 4 et retiens 2 : le 2 ajouté 
à la colonne suivante donne 14 dizaines ; je pose 4 
et retiens 1: Fi ajouté à F immédiate donne 10 Cen- 
taines; je pose o et retiens 1 : Fi et 2 font 3 que je 
pose au rang des mille ; et puisque le nombre 3o44> 2 9 3 
contient toutes les parties des nombres proposés , je con- 
clus qu ? il en est la somme. 

CoroL Pour additionner les nombres complexes, par 
exemple, 14 toises, 3 pieds, 5 pouces; 2 toises, 5 pieds. 
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7 ponces; et 8 toises, 4 pieds, 8 ponces, on suit à peu 
près le même procédé : 

i4 toises 3 pieds 5 ponces. 

2 5 7 

848 
26 toises 1 pied 8 pouces. 
On commence aussi par les écrire les uns au- dessous 
des autres, en plaçant les unités de la plus petite espèce 
sous la première colonne à droite, les immédiates sous 
la seconde, et ainsi de suite; et puis on dit; 5 et 7 font 
1 2 et 8 foot 20 pouces , c'est-à-dire , 1 pied et 8 pouces : 
on pose 8 et on retient 1 ; 1 et 3 font 4 et 5 font 9 et 4 
font i3 pieds, c'est-à-dire, 2 toises et 1 pied : on pose 
donc 1 et on retient 2; 2 et 14 font 16 et 2 font 18 et 

8 font 26, et on aura 26 toises, 1 pied et 8 pouces pour 
la somme demandée. 

II. Deux nombres écrits selon la définition IX, liv. IV^ 
«tant donnés, retrancher Tun de l'autre, c'est-à-dire, 
trouver l'excès du plus grand sur le plus petit. 
Soient 7288036 et 537242 les nombres proposés : 
7288036 
537242 

6750794 
Mettez le plus petit au-dessous du plus grand , les 
unités sous les uni tés, les dizaines sous les dizaines, etc. , 
et puis ôtez les unités des unités, les dizaines des dizai- 
nes, et ainsi de suite. Lorsqu'un des chiffres supé- 
rieurs n'est pas assez grand, on peut lui ajouter une 
dizaine; mais alors, pour compenser cette addition, il 
faudra supposer que re chiffre immédiat à gauche du 
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nombre inférieur a été augmenté d'autant; car la dif- 
férence entre deux grandeurs quelconques ne change 
pas, lorsqu'on ajoute à Tune et à l'autre une même 
grandeur. Cela posé, je dis : 2 ôté de 6, reste 4; je pose 
4 unités : le 4 ôté du 3, cela ne se peut; mais le 4 ôté 
de i3, reste 9; je pose 9 dizaines et retiens 10 dizaines 
que j'ai ajoutées à 3, ou bien 1 centaine que j'ajouterai 
aux 2 centaines inférieures, en disant: 1 et 2 font 3 cen- 
taines; 3 ôté de o, cela ne se peut; mais 3 ôté de 10, 
reste 7 centaines que je pose, et retiens 10 centaines ou 
1 mille que j'ajoute de même au nombre inférieur, en 
disant :i mille -et 7 font 8; 8 retranché du 8 supé- 
rieur, reste o que je pose: le 3. inférieur ôté du 8 corres- 
pondant, reste 5 que je pose : le 5 immédiat retranché 
du 2 correspondant, cela ne se peut; mais 5 retranché 
de 12, reste 7 dizaines de mille que je pose, et retiens 
10 dizaines de mille, ou 100 mille, et ainsi de suite. 
On aura donc, pour la différence demandée, 6750794. 
Soient 86,7 et 0,925 les nombres proposés. 
Le plus grand 86,7 est égal à 86,700 , parce que 7 
unités valent 700 millièmes [4. déf. 9]. On pourra 
donc, dans tous les cas semblables, faire en sorte que 
les deux nombres proposés aient le même nombre de 
décimales, sans en changer la valeur. Opérant ensuite 
comme dans l'exemple précédent, on aura: 

86,700 
0,925 

85,775 

CoroL 1. La soustraction des nombres complexes se 
fait à peu près de la même manière. Pour retrancher, 
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par exemple, 18 toises, 4 pieds et 7 pouces du nom- 
bre complexe 20 toises, 5 pieds, 2 pouces, 

20 toises 5 pieds 2 pouces. 

18 4 7 ' 

1 toise 4 pieds 7 pouces. 

on observera que 7 est > 2 : on ajoutera donc 12 à 2, 
c'est-à-dire, 1 pied ou 12 pouces à 2 deux pouces, ce qui 
fait 14 pouces, et puis on dira: 7 ôté de 14, reste 7 que 
Ton pose; et pour compenser l'addition précédente, on 
ajoutera également 1 pied au nombre inférieur: 1 et 4 
font 5; 5 ôté de 5, cela ne se peut; mais opérant de' la 
même manière, j'ajoute une toise , c'est-à-dire,' 6 pieds 
à 5, ce qui fait 9 pieds ; 5 été de 9, reste 4 que je pose; 
et pour compenser l'addition précédente, j'ajoute égale- 
ment une toise au nombre inférieur, en disant: 1 et 18 
font 19; 19 ôté de 20, reste 1 que je pose, et je trouve 1 
toise, 4 pieds et 7 pouces pour la différence demandée. 

2. Pour découvrir les erreurs qui peuvent se glisser 
dans des opérations de cette espèce, on n'aura qu'à 
ajouter la différence au plus petit des nombres propo- 
sés; car cette addition doit reproduire le plus grand. 

3. La soustraction peut servir de différentes maniè- 
res, pour vérifier la somme : en voici un exemple : 

42a'i 
7092 
6538 



17861 

00 no 

00 
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Supposons qu'en additionnant les nombres 4^5 1, 7092, 
6538, on ait trouvé 17861. Pour vérifier cette somme, on 
n'aura qu'à en retrancher la somme de chaque colonne 7 
en répétant l'opération , non pas comme la première fois, 
mais de gauche à droite, et de bas en haut: ainsi, 6 
et 7 font i3 et 4 font 17 $ 17 ôté de 17, reste rienj je 
pose 00 et retiens 861 : 5 et 2 font 75 7 ôté de 8, reste 1 ; 
je pose 1 et retiens 161 , reste de la somme totale: 5 et 9 
font 12 et 3 font i5; i5 ôté de 16, reste 1 ; je pose 1 et 
retiens 11; et puisque ce dernier reste est égal à 1 
plus â^lus 8, somme de la dernière colonne à droite, 
il est très -vraisemblable que l'opération est exacte. 

III. Mêmes facteurs donnent un même produit, quel 
que soit Tordre des multiplications. 

Soient a, b , deux nombres quelconques: je dis que a 
multiplié par b donne le même produit que b multi- 
plié par a; car prenant a pour multiplicateur, on aura 
ab:b::a:i [4. déf. 7 et 3], et par conséquent ab: a:: bu 
[3. 9] ; d'où il suit que le même nombre ab est le pro- 
duit des facteurs a, b, en prenante pour multiplicateur 
[4. déf. 6 et 3]. 

Soit G une grandeur quelconque , et a, b , deux nom- 
bres: je dis que aGX^ = ^Xû=a*XG' Prenant a 
pour multiplicateur, on aura ay,bG:bG::a:t[^. déf. 7] , 
et ab:b::a:i [dém.] : donc aX&G:bG::ab:b. Pre- 
nant b pour multiplicateur, on aura bG:G:: b : 1 - 9 donc 
les deux séries 

ûX^G, bG, G 
ab, b, 1 
donneront a^XbGiGnabu [3. 10]: mais prenant ab 
pour multiplicateur, on a aussi abxG:G::ab;j [dém.]: 
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flonc «X&Gr:G::a&XG:G, el P ar conséquent ûX^G 

La même démonstration aura lieu, quel que soit le 
nombre des facteurs. 

IV. Deux nombres écrits selon la définition IX, liv. 
IV, étant donnés , multiplier l'un par l'autre. 

Supposons d'abord des nombres entiers et sans zéros 
vers la droite, tels que 4° 7 28 et 6o53. Prenez pour 
multiplicateur celui qui aura le moins de chiffres 
significatifs, et placez-le au-dessous de l'autre, comme 
pn le voit ici ; 

40728 
6o53 



122184 
2o364o 
244368 

246526584 

puis vous direz : 3 fois 8 font 24 ; je pose 4 et retiens 
ao, ou 2 dizaines; 3 fois 2 dizaines font 6 dizaines 
et 2 font 8 que je pose sous les dizaines; 3 fois 7 
centaines font 21 centaines; je pose 1 et retiens 20, 
pu 2 mille, que je pose de suite, vu qu'il n'y en a 
point dans le multiplicande; 3 fois 4 dizaines de mille 
font 12 que je pose au rang qui leur convient, et 
vous aurez 122 184 pour le triple du multiplicande. 
Continuant d'opérer de même, répétez cinq fois cha- 
que chiffre du multiplicande, et vous aurez 2o364o 
que tous poserez sous le dernier produit, en avançant 
(l'un rang vers la gauche. Par ce moyen , le nombre 
9q364Q deviendra dix fois plus grand : mais il valoit 
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déjà cinq fois le multiplicande; donc il vaudra actuelle- 
ment 5o fois ou 5 dizaines de fois le multiplicande 
[4. de'f. 9]. Re'pétez encore six fois chaque chiffre du 
multiplicande , et vous aurez 244^68 que vous pose- 
rez sous le dernier produit, en avançant de trois rangs 
vers la gauche. Parce moyen, il viendra 1000 fols plus 
grand : mais il étoit déjà le sextuple du multiplicande; 
donc il le vaudra maintenant 6000 fois. Il est donc clair 
que la somme totale 246526584 contient ou doit con- 
tenir 6o55 fois le multiplicande 407285 d'où 24652Ë584 
: 40728 :: 6o53 : 1 [ 5. 4» corol. ], et par conséquent 
246526584=6o55X4o728 [4. déf. 6]. 

Quand il y a des zéros vers la droite des facteurs, on 
peut faire la multiplication comme s'il n'y en avoit 
point, et ajouter ensuite, vers la droite du produit, au- 
tant de zéros qu'il y en a dans les deux facteurs. Soit, 
par exemple, 25ooo à multiplier par 5ioo: trouvez 
25X5i=ii735 et 117500000 sera le vrai produit 5 car 
25ooo X 5ioo est = 25 X 1000 X 5i X 100=25 X 5i X 
1000X 100 [4- 3] = i 173X 1000X 100= 1 175X100000 
= 1175.00000. 

On trouvera de même , que lorsqu'il y a des décima- 
les dans les deux facteurs, on peut effectuer la multi- 
plication comme s'il n'y en avoit point, sauf à marquer 
dans le produit, par le moyen de la virgule, autant de 
rangs de décimales qu'il y en a dans les deux facteurs. 

Y. Si plusieurs grandeurs sont proportionnelles, le 
rapport de chaque antécédent à son conséquent sera 
égal à celui de chacun des autres antécédents à son con- 
séquent; et si le rapport de chaque antécédent à son 
conséquent est égal à celui de chacun des autres antécé* 
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dents à son conséquent, les grandeurs seront propor- 
tionnelles. 

é A 

Soit A:B::C:D. Désignant par-^-le rapport de AàB, 

C A 

et par =r- celui de C à D [4- déf. 4] > on aura-^- : 1 :: A :B , 

C A C 

et-=r-:i::C:D [4. déf. 41; d'où l'on tire-^-: 1 ::-=r: i ; et 

A C 
par conséquent^- = "fr[5* 3. corol. ]. 

A C A 

Supposons — =— -onaura A:B::-jr-:i [4.déf.4] ; ou 

C C 

A:B::-=-:i [sup.] : mais il est aussi C:D::—:i [4- déf. 4]* 

donc A:B::C:D. 

VI. Le produit est égal au multiplicande , toutes le* 
fois que l'unité en est le multiplicateur. 

VII. Toute fraction est égale à son numérateur , lors- 
que l'unité en est le dénominateur. 

VIII. Si le numérateur et le dénominateur sont égaux, 
la fraction est égale à l'unité. 

IX. Tout dividende peut être regardé comme un pro- 
duit dont le diviseur et le quotient sont les facteurs. 

Ces quatre propositions sont faciles à déduire des dé- 
finitions respectives. 

' X. Toute fraction qui a pour dénominateur un nom- 
bre quelconque, est égale à son numérateur multiplié 
par le réciproque de ce même nombre. 

Soit 72 un nombre , et G une grandeur quelconque : on 

G 1 

aura — :G:: 1 :n , et 1 :n:: — :i [4. déf. 41 : mais il est 
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aussi— XG:G::— : i U. déf. 6] : donc — :G::— xGiG, 

et par conséquent — =• — XG [3. 3. cord. ]. 

XI. Former une fraction qui soit le produit de deux 
fractions proposées , lorsque le numérateur et le déno- 
minateur de Tune d'entre elles sont des nombres quel- 
conques. 

Soient a, h 7 deux nombres, eft -=r- une fraction quel- 

• «•• a «^ C aC . a » 

conque : je dis que -r-X -g- = -r^g; car a étant = -g-b, 

Q 

etC = ^D[4.9],ona 

et par conséquent <zC:£D::-t-X -jc:i [4« déf. 6] ;doo4 

XII. Diviser une fraction par une fraction* 

A C 

Soit -=p le dividende, jr- le di viseur, et C, D, deux 

grandeurs homogènes : on a -g-X-g- : ■«-:: jri i [4« déf. 

6]::D:C::i:^-[4.déf.4.];doncyX^-:^-::i:^, et 

_ A C A w D , , ,, A 

par conséquent -g-: -g-:: ^-X 7^:1,0 est-a-dire, que -g- 

C AD' 

divisé par -j- doit donner -«-X ^r [4« déf. 4]- 

*Ë F 

Soit — le dividende; — le diviseur; E, F, deux gra a» 
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deurs homogènes , etm,rt, deux nombres quelconques. 

F i F i 

Puisque — = — E,et — = — F [A. 10], on aura 

— E — E mn— E „ _. 

a X [4-6] = -—[4. 11 ]=—==— 

ip ™ JL F mn-^F ' wF m 

n n n 

F 
divisé par — . 

Corol. i. Soit que Ton introduise ou que l'on sup- 
prime un même facteur dans le numérateur et dans le 
dénominateur d'une fraction proposée, la nouvelle frac- 
tion qui en résultera doit être égale à la proposée. 

a. Plusieurs fractions étant proposées 7 on pourra les 
réduire à la même dénomination , toutes les fois qu'il 
sera permis de multiplier le numérateur et le dénomi- 
nateur de chaque fraction par le produit des dénomi- 
nateurs des autres. 

ACE 

Soient , par exemple , les fractions -j- , — , — ; à ré- 
duire à là même dénomination. 
\ A dfk C i/C E bdE 

XIII. Trouver la somme de plusieurs fractions. 

B C D 

Soient -^-, — , -—, les fractions, et A, B, C, D, des 

A A A 

B C D 

grandeurs homogènes entre elles : je dis que -r — h- r- +-r* 

A A A 

B+C+D 



B G D 
Dan» les sériet B, C, D, À, et j-, — , j>, i, on a 
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B C D 

B:A::— :i -> C:À::— :i j D:A::-r- :i [4.déf. 43; ce qui 

A A A 

B C D 

donneB + C + D:A::-7- + -r- + -r- : i [3. 1 1], et par 

A A A 

B + C + D B.C.D , 

conséquent - s== "a" À~ X" *•*' i *-'* 

F G H 
Soient — , — , — , les fractions proposées, F, G, H, 
c c c 

des grandeurs homogènes ; et e un nombre quelconque. 

F G H 

On aura F: — ::e:i; G: — ::e:i:H: — ::e : i: donc 

F G H 
F+G+H: 1 1 ::e: i [3. S], et par conséquent 

6 C C 

F + G + H _F G H . 

i =y+-+ T t4.def.4]. 

Si les fractions proposées n'ont pas des dénomina- 
teurs égaux, on commence par les re'duire à la même 
dénomination, et on procède ensuite à l'addition. 

XIV. Deux fractions étant proposées ; soustraire de 
la plus grande la plus petite. 

(* R 

Soit B > C , et la fraction -^- à soustraire de -r- : je 

B C B— C 

dlsqU e x ^_ = _- i 

Si les deux fractions ont des dénominateurs diffé- 
rents y il faut les réduire au même dénominateur avant 
d'effectuer la soustraction. 

XV. Si le dénominateur d'une fraction est un nom- 
bre entier ; le numérateur sera aussi multiple de la frac- 
tion que le dénominateur l'est de l'unité 5 et si le numé- 
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rateur ainsi que lé dénominateur sont des nombres en* 
tiers 7 la fraction sera aussi multiple du réciproque du 
dénominateur, que le numérateur l'est de l'unité. 

Soit À une grandeur quelconque, et b multiple d* 

A 
l'unité. Prenant M aussi multiple dè-t- que b l'est de i, 

A , A 

on aura M:-r::b: i [3. n. corol.]: maïs A: -y-:: b: i [4. 

A A 
déf. 43i doncM:-r-::A:-r-, et par conséquent M= A 

[3. 3. corol.]. 

A 1 
Supposons A multiple de l'unité ; on aura -j- = j- A 

[4«io], et-T-:A::-r-:i [4. déf. 6], ou bien -y-: -7- :: A: 1 

A 1 

[3. 9] ; donc -y-sera aussi multiple de -r que A l'est de 1 

[3. 5. corol.]. 

A 

Scholie. Il suit de la proposition précédente que ~ > 

. . ' A 
par exemple , représente la moitié de A 5 — le tiers de A j 

* A . . .2 

— le quart, ainsi de suite. La fraction —sera dono 

3 
le tiers de 2 ; ou les deux tiers de 1 ; y- sera le quart, de 

3, ou les trois quarts de 1 ; — la cinquième partie de 4; 

ou quatre cinquièmes parties de 1, ainsi de suite. 

XVI. Deux nombres étant écrits selon la définition*. 
IX ; liv. IV, diviser l'un par l'autre. 

4 
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Dans l'expression du dividende marquez-le rang oîf 
âevroifc être placée la virgule , pour rendre le divi- 
dende non moindre que le diviseur , mais plus petit que 
te décuple du diviseur; à celle place, que tous aurez 
soin de marquer , soit de tête , soit en mettant des zéros 
à la suite du dividende, écrivez le chiffre qui contient 
l'unité autant de fois que le fictif dividende contient le 
diviseur. Ce chiffre , dont la valeurlocale se trouvera fixée 
£ar le rang du dividende auquel il doit répondre , sera 
le premier caractère significatif du quotient, en comp- 
tant de gauche à droite. Retranchez ensuite du divi- 
dende le produit de ce premier chiffre, multiplié par le 
diviseur; le reste, s'il y en a, sera un second dividende 
partiel, dont vous vous servirez, comme du premier, 
pour trouver le second chiffre du quotient. Continuez à 
opérer de même jusqu'à ce qu'il n'en reste rien, ou 
jusqu'à ce que vous parveniez à un dernier dividende 
que vous puissiez négliger sans erreur considérable. 
Dans le premier cas, le quotient sera exact; dans le 
second, il ne sera qu'approché; car en le multipliant 
par le diviseur, on aura le dividende exactement, ou à 
neu près. 

Exemple. Soit s465rô,584 à diviser par 407,28. Sup- 
posons que le quatrième rang du dividende , en comptant 
de gauche à droite, soit celui des unités, ce dividende 
supposé excédera toujours le diviseur sans en être le dé- 
cuple 5 donc le chiffre qui contiendra l'unité autant de 
fois que ce dividende contient le diviseur, ne sauroit 
contenir l'unité plus de fois que le premier, ou les deux 
premiers chiffres à gauche du dividende, ne contiennent 
le premier chiffre à gauche du diviseur; car autrement 
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ie prodoit clà quotient par le diviseur viendroit plus 
£rand que le dividende. Or , puisque 4 entre 6 fois dam 
à4; il est probable que frsoit le premier chiffre à gau- 
che du quotient : on pourra donc s'en assurer de la ma- 
nière abrégée que l'on voit ici : 

6 
46jf,a8|2465a6 ; 584 
ooâi 58 
Il faudra multiplier 6 par le diviseur 4o$,2&, et retran- 
cher du dividende le produit > au fur et & mesure qu'où 
le trouve. Ainsi 6 fois 8 font 48; 48 ôté dé 6 du divi- 
dende , cela ne se peut; j'ajoute donc 5o au dividende y 
et je dis : 48 de 56 , resté 8; je pose 8 et retiens Ào , où 
5 unités du rang immédiat à gauche, que je dois ajou-t 
ter au produit suivant , pour compenser l'addition qug 
l'on vient de fatrè : 6 fois 2 font 12 et 5 de retenu, font 
17 5 17 ôté de 22, reste 5 5 je posé 5 et retiens 20, ou 2* 
du rang immédiat: 6 fois 7 font 4* et 2 de retenu 44 ) 
mais 44 ôté de 45, reste 1 ; je pose donc 1 et retiens 4 i 
mais le rang immédiat du diviseur ne fournit aucun 
produit ; je n'ai donc que 4 a retrancher de 6, et je pose 
le reste 2 : 6 fbis 4 font 24; 24 retranché de a4; re *t* 
rien j je pose donc 00 sous 24* 

Continuant a opérer de même sur le teste âï 08^84 y 
tomme on le figure ici , 

oS 
4o7,28J2i58,584 

Ol22,l8 

en trouvera 5 pour le troisième rang Au quotient, et 
tien pour le second,. en comptant de gauche à droite f; 
M pose done o au second, et 5 an rang immédiat* 
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Le nouveau reste i 22, 1 84 fournira , de la manière qui 
«oit ; le derniërxhrffre du quotient: 

5_ 

407,28] 122, 184 
000 000 
Voici le tableau de l'opération en entier * 

6o5,$ 



4o 7; 28J246526 ; 584 
002158,100 

0122,0 

000 

Le reste qui répond au rang des unités dn diviseur > 
xloit être écrit sous la colonne ou se trouve le chiffre 
dont -on 's'est servi pour trouver ce même reste. Cette 
observation indiquera vers la droite de chaque divi* 
dende, le rang ou la soustraction doit commencer» 

Soit encore 0,0072 à diviser par 2853,43. 
. Je transforme d'abord le dividende proposé en 
7200,00, ce qui le rend plus grand que le diviseur 
proposé, et moindre que le décuple du même divi- 
6eur. Ce nouveau dividende ne donne que 2 pour pre- 
mier chiffre du quotient; car quoique le 7 dn divi- 
dende contienne trois fois le 2 du diviseur, ir ne s'ensuit 
pas que tout le diviseur doive entrer le même nombre 
de fois dans le dividende : voilà pourquoi il sera tou- 
jours à propos de vérifier chaque chiffre du quotient, en 
faisant de tête les multiplications et soustractions res- 
pectives, avant que de rien écrire. On peut même, 
pour abréger ces premières tentatives , commencer les 
multiplications et soustractions respectives, dans un 
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ordre inverse ou de gauche à droite,, en disant , par 

exemple :. 

0,000002 

2853,45|o,oo7 2000a . 
i493i4 

Le 2 du diviseur est trois fois dans le 7 du dividende:? 
5. fois 2 font 6, et 6 oté de 7, reste 1 r 3 fois 8 font 
24 ; or 24 ôté dé 12, cela se se peut; donc 5 ne sauroif 
être le premier chiffre du quotient j j'y pose donc 2, 
et ainsi de suite. Voici le quotient approché à moin» 
d'un billioniçme près : 

0,000002^2 etCi 
2853,43|o ; oo72oooooo 
14931454 
0066426 
0935 

Au lieu de la partie décimale du quotient, on écrit 
quelquefois une fraction en y mettant pour numérateur 
le reste de la division, et ponr dénominateur, le divi- 
seur proposé. Ayant, par exemple, 23 à diviser par 7 h 
on peut trouver, suivant la méthode précédente, 
3,2857 etc. 
7)23,0000 
02 645 1 

O OQO 

23 - 2 

ou bien — =3 + — j caria partie 'décimale 0,28X7 ele * 

2 
est égale à —, c'est-à-dire = 2 divisé par 7 [4. déf. 41* 

'2 2 

En pareils ca», on écrit 3 —, au lieu de 3 + — . 

' 7 l 
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XVÏI. Trouver deux nombres qui étant divises l'un 
par l'autre, donnent au quotient un décimal périodi? 
que proposé^ c'est-à-dire, un décimal dans lequel le 
même chiffre ou les mêmes chiffres reviennent toujours 
dans le même ordre. 

Datfs le de'cimal périodique donné , supprimez d'abord 
la virgule décimale , ainsi que toutes les périodes à gau- 
che de U première; de ce premier résultat , retranchez 
le même nombre sans virgule et sans aucune période : 
le reste sera le dividende demandé. Ensuite pour trou- 
ver le diviseur, écrivez autant de 9 qu'il y a de rangs 
dans chaque période^ suivis d'autant de o vers la droite, 
qu'il y aura de rangs de décimales depuis le premier 
jusqu'au dernier à gauche de la première période : op, 
nombre sera le diviseur. 

Exemples* 

,. - r/i 0,444 <*c. (io — Q _ # 

!•• 0,444 etp. I0 _ t ' — "- 

4,44 etc. — o,44 <**>• _ 4 
9 9* 

2 . o,i35i35 etc. = -? — — — ~ as 

7 1000— 1 

1 55,i 55 etc. — 0,1 55 etc. i55 

999 ^999 ! 

_ A _- 4 o,ooa525 etc. (1 0000 — 100) 

5°. p,ooa3a3 etc. =* ■■ • ■ : 

1 10000 t-ioq 

25,2525 etc. * — o,25a5 etc. a3 

99°o "99oo : 

4*. 0,372618618 etc. == 

9,572618618 etc. ( 10000Q0 — 1000) 

1 000000 — 1000 
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873618,618618 etc. —57,618618 etc. 572246 . . 
" : 999000 "~ 999000 ' 

des antres. 

Schotie. Dans les expressions précédentes, ainsi que 
dans tons les cas semblables, le signe = ne veut dire 
autre chose, sinon que les deux nonibres qu'il sépare, 
peuvent ne différer entre eux que d'un nombre plus petit 

qu'aucun nombre proposé. Par exemple, — est > 0,4 > 

y 

> o,44 » > o,444 ; etc. : mais supposons que dans une 
question proposée il soit permis de négliger o,poooooi 

de l'unité -, en écrivant — = 444444/ on $ e ? a $ur de nç 

commettre qu'une erreur < 0,0000001 , ainsi dçs autres. 

XVIII. Multiplier des sommes et des différences indi- 
quées, ou réduire en série l'expression d'un produit. 

Soient A et B+C deux facteurs. : je dis qup Â (9+C) 

=AB+AC 5 car B===^,etC=^[4.9].ï^nçB+€ 

AB , AC AB+AC r , ,_ • . 

e=s— ^+-j-==-t-j [4- i3], et par conséquent 

A (B+C)=AB+AC [4. 9]. 

Soient A et B — G deux facteurs : je dis que A (B 

— C)=AB— AC; carB— C= AB 7 AG [4. 14 ], et 

A. 

par conséquent A (B— C)=AB — AC [4- 9]. 

Soient A+B et C+D deux facteurs : on aura (À+B ) 
(C +D) = (A+B) C+ (A+B)D [dém.] =A (C+D) 
+B (C + D) [ dém.] = AC + AD + BC + BD [dém.]. 

Soient A — B et C — D deux facteurs : on aura (A — B) 
(C— D)r=(A— B)C— (A— B)D[dém.]=A(C— D) 
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— B (C— D) [dém.]=AC— AD— B (C— D) [dém.] 
= AC — AD — BG+BD. Pour prouver celle dernière 
équation, on n'a qu'à y ajouter de part et d'autre le 
produit BC— BD, ou B (C— D). 

Ces exemples embrassent tous les cas semblables. 

XIX. Trouver deux nombres entiers, les plus petits 
possibles , qui soient entre eux comme deux entiers pro- 
posés , ou dont le rapport ne diffère pas trop du rapport 
exact entre les deux nombres proposés. 

Soient M, N, les deux nombres proposés , M > N, et 
M non multiple de N. Désignant par a, b r c, etc., p, q, 

j i. . M ë p 

r, etc., des nombres entiers, supposons -^■= Q> 4- £r, 

N , , g p . r q • , , s . . , 

— =±=£ +- L ,~ =c-\ — ,-*- = «+ — * et ainsi de suite, 

P P <I <t ? r> 

jusqu'à ce que l'on parvienne à un quotient exact Dé- 
signant par Çâ)—}—) etc., des fractions" plus petites que 

l'unité, je dis que les fractions 

a ab + i (a6 + i)c+g ((<*& + ') c+<*) d+ab + i 
T' _ b~ ' bc + r' (bc+i)d+,b ' 

(((ab + i)c + a) d+ab + i) e + (ab+i) c+a . . 

<(*c+0 .<+*;«+ *>c+i ? e a,nsi 

de suite, seront des râleurs approchées de -=3^ la seconde 

plus approchée que la première; la troisième plus ap- 
prochée que la seconde , et .ainsi de suite jusqu'à la 

., M ' 

dernière, qui sera égale à ■==-. La loi de continuation en 

est manifeste. 

La construction donne -==- = a+— = <i + 



P 
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• * 1 1 « * 



b + - b + b + 



c+— c-f 



c=etc. : on aura donc^=~ = — , lorsque b sera le dernier 

. N i A 

N .M "i ah + i , 

qnotient ; ou — = £; — = a 4-—= — - — , lorsque 

. M 1 (a£ + i)c+* 
c sera le dernier quotient - } ^^ = a^ =■. — r v~> 

M * 

lorsque <f sera le dernier quotient ; •^■=« + 



J + 



C+ "T 



((ab + i)c+a)d + ab+i . _ . , . 

c==— 7-7 — , ■ , , ■ — 7 — -, lorsque a sera le dernier 



quotient; T5-=<* 4 



m »+ 



.+ ■ 



„(((«& + c+a)d + ab + i) e + (ab+i)c + a . 
~ ((£c + i) </ + >)<? + bc+i ' 

que £ sera le dernier quotient; ainsi de suite, comme 
il est facile de s'en convaincre; en exécutant les opéra* 
lions indiquées. 

On aura aussi 
àb + 1 a 1 ab + 1 ( ab + 1) c + a 

b T — iXb' b bc +7 — 

I ((ab + i) c+a) d+ab + i (ab + i)c+a _ 

b{bc + i)> (bc+i)d + b bc 4l~ 
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i ((q&+Q c+a) d+ab + i 

{{bc+\) d+b) (bc+i)' (bc+i)d+ b 

({(ab + i) c + g)d + ab + i) e + (ab + i) c+a 
~~ " ((bc + i) d+b)e+ ïc + 7 ~ : 



i . . 

ainsi 



({bc + i)d + b){{{bc+i)d + b)e + bc+i)' 
de suite : où Ton voit que la seconde fraction sur- 
passe la première plus que la troisième; que la se- 
conde surpasse la troisième plus que la quatrième ne 
surpasse la troisième; que la quatrième surpasse la 
troisième plus que la cinquième; que la troisième sur- 
passe la cinquième plus que la sixième ne surpasse 

A 

la cinquième ; ainsi de suite. Désignant donc par — 

IVf R 

la dernière fraction trouvée [=^rdém.] ; par ^-Farant- 

C D 

dernière ; par — la précédente ; par ~ l'immédiate ; par 
7 a 

E A B 

— l'immédiate, ainsi de suite; et supposant — > -g-, on 

B D D F . . , . A C CE 

aura 6 > P"â > r aiWidfi8mle ' et â < ?7 < P 

E ^ G ♦ c * . . A B B 

— < — , etc. Supposant au contraire — < -3-, on aura -y 

D D F À C C E E G , 

< l' T <T' elq " ' • l ~ï > T' T > T> T > T' elc,; 

ce qui prouve que, de, deux de ces fractions consé- 
cutives , l'une est plus grande et l'autre plus petite, que 

la proposée -=r ; et qu'elles eu diffèrent d'autant moins 

que leur distance k la dernière ou k la proposée est 
plus petite, 
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Je dis maintenant que leurs termes sont les plus sim* 

x 
Soient x, z 7 des nombres entiers, et — une fraction 

B 
plus simple ; et plus grande ou plus petite que -g-. Dési- 
gnant par <£ la différence entre deux grandeurs dont on 

ne connoît pas la plus forte , on *ura — & -^ z= g—-: 

jaais cette différence ne saurait être < -g-; donc, si Ton 
suppose *<<x, on aura — ^*g"> -~g> c'est-à-dire, 
— 05-75- > — c/3-^- [dém.]. Si Ton suppose « non < a, 

Z x> (X v 

^ * a w . , *A — xa 
0t x < A , on aura zA > xof, et par conséquent — ■ ; 

• ZCKt 

x A 
a= — - tfi — . Donc , soit que Ton suppose z < a , ou x < A, 

x A M 

il est impossible que — soit égale à — , ou à — . Donc le 

A . x 

rapport — est réduit à ses moindres termes. Soit — dif- 
çc z 

C ^ jp • C B C 

x M w B M ,, , , . B C 

^c«^-> -g-^-E-J c&r Yvluq des fractions -g- , —, ne 

M 
peut être plus grande que -=r, sans que l'autre soit plus 

M 

petite <peijp Pour saisir plus aisément cette .rente, 

pn pourra désigner -==■ par la droite YT j -g- par YS ; -* 

x C 
ftf Y$; P* t ^ tt P«* £Q [ fi^e suiy^nte ], 



férentede— -,etz < Ç: on aura— c/> — >^-c« — : donc 

T 7 z 7 6 r 
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S T R 



-I 1 1 Q 



Q S T 

V 1 1 1 R 

RTS 

V 1 1 1 

Q R T 



Soit z non < 6, etx < B : on aura zB > arÇ; donc 

zB — - Xv x B • — ^ & ■—. . 

3 = — ia-tt\ mais zB — xb = (B — ar) z;+xz 

zb z b v 

— -are, et xz n'est pas < x6, ni (B — <r)*< *y donc 
zB — arfi ne sera pas < z 7 ni — ca ^- < -s, ou< >-. Donc 
x i B C , a: M B M 

donc, toutes les fois que x sera < B, ou z < 6 ; la diffé* 

' t* IVf 
rence entre — et ■==-, sera plus grande que la différence 

entre -^ et^. Donc-^- est réduit à la plus simple ex- 

pression, On démontreroit de même que — est dans le 

même cas ; et ainsi des autres. 

Soient iO/5i4 et '47 5a les nombres donnes. En se con- 
formant à ce qui vient d'être dit, on trouvera —■= =s 

. 5o6 47^2 198 5o6 110 198 8ft 

4 47^' ~5o6~ — 9 5rô' T^8~ a 7^8 5 TIo" — I 7To" ; 

no 22 88 , -- A , /11 

TST" 1 *»* m"*' Mettant 4, 9, *, 1, 1, 4,*1* 

place de a, £, c, <J, e,/J on aura — ; première valeur ap* 
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6* 



US 



proehée de *f 5 j ■ =— , seconde yaleur pli 

approchée: --V- — -— ^ = 2-, troisième yaleur plus ap- 
. 9X2+1 19' r r 

prOClleei 7 i9^ I i+9 7 == ^" ; pluS a PP roclxée i 

Vi5Xi+ 7 8 _i95 plu , 3Pproch(5c . ï 95X4+ii5 _ 
28 X 1 + 19 ~ 4? ' P a PP rochée > 4 7 x4+*8 ~ 



887 
216 



, yaleur exacte. 



Voici les divisions qui ont donné les nombres ce 
pondants ka,b, c, d ? etc. : 



4 






475^f ip5i4 


9 






oo5o6 


47 5a 


2 




0198 


5o6 


1 




IOI 


•98 


1 




088 


IIO 


4 


02a 


88 



XX. Trouver la racine carrée d'un nombre donné. 

Les nombres 1, 4; 9; *6, 25, 36, 49; 64; 81, 100, 
1 0000 , 1 oooooo, etc., sont les carrés de 1, a, 3, 4; 5, 
6, 7, 8, 9, io, 100, 1000, etc. 

Supposons d'abord que le nombre donné soit > 1 et 
< 100 ; par exemple, 76,39582. Puisque ce nombre est 
> 64 et <8i, la racine en sera > 8 et < 9$ donc le 
premier cbiffre à gauche de la racine ne peut être que 8. 
Désignant par x le second chiffre, on aura (8+#) (8+x) 
s=;8 X 8+ a X 8 X x+xx. Or, cette somme ne doit pas 
surpasser le nombre proposé - 9 donc 76,39582— 64 ut 
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•erapaa<aX8X*+*xjd\>ux<i^|^ = [0,7 

etc.] , et par conséquent x doit être ou =0,7, ou < o,ji 
Supposant x=ofl, on aura aX8X*+*a?= 16X0,7+ 
0,7X0,7 : or, cette somme, retranchée de ia,3<)58a, 
donne le reste 0,70582 ; donc x=o,7- En roicî 1a véri- 
fication , en effectuant à la fois la multiplication et la 

soustraction : 

16 

J* 

76,3958a 
ia, 7 o 
00 
$our trou ter le troisième chiffre de la racine; désignons- 
le parj-: on aura (8,7+^) (8, 7 +^) = 8,7X8, 7 +aX 

8,7Xr+^=8X8+aX8Xo,7+o,7Xo,7+aX8, 7 Xr 
+XT; d onc 76,3958a — 8x8+aX8x 0,7+0,7X0,7 
[= 0,7058a] doit être > aX^X^T* et par conséquent 



o 



>7o58a 



j< 9i . a — [o,o4 etc.]. On aura donc j" = o,o4, ou 
a X 0,7 

a ^<o,o4* Posant y = o,o4, Toici la forme du calcul 
pour vérifier le troisième chiffre de la racine : 
1 

8; 7 4 

76,3958a 
12,708a 
OO OO 

Continuant d' opérer de même, on parriendra à une 
racine exacte, si le nombre proposé en est susceptible, 
sinon , jusqu'au raog décimal contenu d'arance. O* 
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trouvera, par exemple, que la racine approchée de 
^6,39582 est 8,74070a, à un millionnième près. En 
•voici le calcul jusqu'au quatrième chiffre significatif: 

7 
16,480 



8,74o4 
76,59582000 
12,70822784 
00 0012 

Vérification du cinquième chiffre. 

7 
16,4808 



8,74047 



76,3958200000 
12,7082278491 
00 00 1204 17 
00 

Vérification du sixième. 

7 9 
16,480840 



8,7404702 



76,39582000000000 
12,70822784911196 
00 00 1204 17 29 
000068 
Si le nombre proposé étoit > 100, ou < i , on com- 
mencerai t par le rendre < 100, et > 1, en le divisant 
soit par le carré de io ; ou de ioo ; ou dé 1000, «te. , 
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soit par le carré de 0,1, ou de 0,0 1, ou de o^ooiy 
etc. La racine carrée du quotient, multipliée par la 
racine carrée du diviseur , donnera la racine du nom- 
bre proposé. Soit ; par exemple, 365729,61 le nombre 

proposé: on aura — - \ ; — = 36,372061. dont la ra- 
r r ' 100X100 ' ' * ' 

cîne carrée est 6,o5i, et par conséquent iooX6,o3i 

[= 6o3,i] sera la racine de 363729,61 j car iooX6>o3x 

X iooX6,o3i = iooX iooX6,o5i X 6,o3i = 10000 

X 56,572961 = 563729,61. Soit 0,010609 le nombre 

. 0,010609 . . 

proposé: on aura — - = 1,0600 : or, la racine de 

r r 7 0,1X0,1 '^ ? 

1,0609 est i,o3j donc 0,1 X i,o3 [= o,io3 ] sera la 
racine du nombre proposé 0,010609. 

XXI. Trouver la racine cubique d'un nombre donne. 

Les nombres 1 , 8, 27, 64, 125, 216, 543, 5ia, 729, 
1000, 1 000000, etc. , sont les cubes de 1 , 2, 3, 4 7 5, 6 f 
7 , 8, 9, 10, 100, etc. 

Soit proposé un nombre < 1000, et > que 1, par 
exemple, 8,755. Ce nombre étant >8 et<27, la ra- 
cine cubique en sera > 2 et < 3 : donc le premier chif- 
fre à gauebe de la racine en question ne peut être 
que 2. Soit x le second : le nombre proposé ne sera pas 
< (2+:r)(2+;r)(2 + :r) [=8 + 3X2X2X# + 3X 
2.X xx + xxx] -, donc 8,755— 8>3X2X2X^,ou 

— ■ — >x: mais -^ — n'est pas < 0,06: il est donc 

3X^X2 12 r ' ' 

possible que x soit=o,o6: il faudra donc que la somme 
5X2X2Xo,o6+5X2Xo,o6Xo,o6+o,o6Xo ; o6Xo,o6 
ne soit pas > 0,755 : mais ar=o,o6 satisfait à cette con- 
dition; donc a? =0,06;. ce qui, en effectuant les opéra* 
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tions indiquées ; donne le reste o,oi3u84« Avec ce 
reste, et moyennant la première partie 2,06, on trou- 
vera le troisième chiffre de la racine, dont la valeur 

doit être < - w ' ^ w „ » Procédant toujours de 

même, on obtiendra la racine cubique exacte, si le 
nombre proposé en est susceptible 5 autrement il faudra 
s'arrêter au rang dont on sera convenu d'avance. Dans 
l'exemple actuel, le nombre 2 ; o6io3 etc., sera la racine 
approchée du nombre proposé, à moins d'un centième 
millième près. En voici le calcul jusqu'au second 
chiffre significatif: 

12 

6,0 

2,06 

§^55" 



6 = 2X3; 12 = 6X2; — — donne 0,06 etc. , second 
chiffre de la racine* 

Vérification du second chiffre» 

12,3636 
6,0 
3,06 



8,755000 
o,oi3i84 

is,3636= 12+0,06X0,06 + 6X 0,06= 12 + 3X 2X 
o ; o6+o,o6Xo,o6;o,oi3i84=o ; 755 — i2,5656Xo,o6 

5 
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=o, 7 55— (5XaX2Xo,o6+3XaXo,o6Xo,o6+; 
0,06X0,06X0,06). 
Pour trourcr le troisième , 
7308 
ia ; 5656 

6,0 
2,061 



8,755ooo 

0,01 5 184 
i2, 7 5o8=i2,5656+o,o6X 0,06+0,06X0,06+6X0,06 
= 3x2X2+5x2X0,06+0,06X0,06+0,06+0,06 + 
0,06X0,06+5X2X0,06=3X2X2 + 6X2X0,06+ 
3Xo,o6Xo,o6=5 (2+0,06) (a+o,6)=5X 2,06X2,06; 

d onc _°i°4-4^= 0,001 etc., donnera le troisième chif- 
12,7500 

fre de la racine. 

Vérification. 

7 3o8 
i2,36368i 

6,18 
2,061 



8,755000 

0,0 1 5 184000 
oo447 OI 9 
6,i8=2,o6x5î 12,756981 = 12,7508+0,001X0,001 
+ 6,i8Xo,ooi = 5X2,o6X2,o6+5X2,o6Xo,ooi + 
0,00 1X0,001 j et 0,000447019=0,015184 — 12,756981 
Xo,ooi=o,oi5i8— (5X2,o6X2,o6Xo,ooi+5X2,o6 
Xo,ooiXo ; oox+o,ooiXo,ooiXo,ooO. 
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î*our le quatrième , 

3i 

73o863 
i2,56568i 
6,18 
2,06 io5 
8, 755ooo 
0,0 i 5 184000 
00447019 
12,743163=12,736981 +0,001 X 0,001 +0,001 Xo,oor 

+6 ; i8Xo,ooi=5X2,o6iX2,q6i; donc >°™447<"9 

ia,745i63 
t=o,oooo3 etc., donnera le quatrième* 

Vérification. 

3 

46948 
73o863 
12,36368 14909 

6,i83o r 

2,o6io3 



8,755000 
0,01 3 184000 

00447019000000 
064718545273 
6,i83o =s 2,0610 X 3 ; 12,7433484909 =s= 12,743163 +, 
o,oooo3Xo,oooo5+6,i83Xo,oooo3$ et 
0,000064718545273=0,000447019-— 1 
12,7433484909X0,00003. 
Si le nombre donné éioil > iooo, ou < 1, ou coïftr 
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menoeroit par le rendre < 1000 et > i, en le divisant/ 
soit par le cube de 10, ou de 100, ou de iooo, etc., 
soit par le cube de o ; i , ou de 0,0 1 , ou de o,ooi ; etc. 
La racine du quotient, multipliée par la racine du divi- 
seur, donnera la racine cubique du nombre proposé. 

XXII. Lorsque deux nombres et deux grandeurs 
quelconques sont en proportion , le produit des extrê- 
mes est égal au produit des moyens ; et si le produit 
des extrêmes est égal à celui des moyens , les deux extrê- 
mes et les deux moyens seront en proportion. 

Soient C, D, deux nombres quelconques, et'A : B :: C :D. 

A C AD C D 
On aura T = îr j îr X^=^X^etpar consé- 

AD CD , in .. 

quent r— = ttj=: = i ', donc AD=BC. 

AD BC 
Soit AD=BC: on aura -gg= -^j, et par conséquent 

4=£idoncA:B::C:D. 

XXIII. Dans toute série de grandeurs homogènes, la 
première est à la dernière en raison composée des rap- 
ports entre la première et la seconde, entre la seconde 
et la troisième, entre la troisième et la quatrième, et 
ainsi de suite. 

y A 11 

Soit A, B, C, la série : on aura A = -=- B , et B = -^ C ; 

AT) A A R 

donc A=^X^rC, et par conséquent -^= -g- X~q- 

A B 
Soit A,B,C, D,la série. Puisque A= -^ X -ttC [démj, 

C* A U C* 

ctC=-^D,onauraA=— X^-X — XD 7 et par con- 
séquent ^-=: _x çj-X je, et ainsi de suite. 
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LIVRE V. 69 

LIVRE V. 



DEFINITIONS. 

I. J-iA hauteur d'un triangle est la perpendiculaire 
baissée du sommet de l'un de ses angles sur le coté 
opposé^ ou sur le prolongement de ce côté, que l'on 
appelle base du triangle. La hauteur d'un parallélo- 
gramme est la perpendiculaire baissée de l'un de ses 
côtés sur le côté opposé, ou sur son prolongement; et 
ce côté se nomme base du parallélogramme. 

II. Deux polygones sont semblables, lorsque tous les 
angles de l'un sont égaux à ceux de l'autre chacun à 
chacun , pourvu que les côtés de chacun des angles dç 
l'un soient proportionnels à ceux de l'angle qui lui 
est égal dans l'autre; et pour indiquer que deux de ces 
côtés ne sont pas tous deux extrêmes, ni tous deux 
moyens dans une même proportion, on les appelle ho- 
mologues. 

PROPOSITIONS. 

I. Si deux triangles ou deux parallélogrammes ont un 
angle égal , 00 bien deux angles faisant ensemble deux, 
angles droits , les triangles ou les parallélogrammes se* 
ront en raison composée des rapports qu'il y aura entre 
les côtés de ces deux angles. 
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Supposons que dans les triangles ABC, ADE, on ait 
l'angle BAC=DAE: je dis que le triangle ABC sera au 

triangle ADE, comme le produit -^=r X Tp" est a *• 

Placez les deux triangles de façon que les angles BAC, 
DAE, aient un même sommet A, et les côtés AB, AD, 
en ligne doite; les autres côtés AC, AE, seront aussi 
en ligne droite [i. 7]. Si l'on prend sur BD, prolon- 
gée à volonté, DF=AD, FG=DF, ainsi de suite, on 
aura AG multiple quelconque d'AD. Prenons de même 
AH multiple quelconque de BA , mais à condition que 
AH ne soit pas = AG ; menons CI égale et parallèle 
à DA ou à DF, et joignons CH, CG, CF, CD, DI, IF: 
les quadrilatères ACID, CDFI, seront des parallélo- 
grammes égaux, parce que chacun d'eux est le double 
du triangle CDI [ 1 . i5. corol. ] : mais on a aussi le paral- 
lélogramme ACID double du triangle ACD, et le paral- 
lélogramme CDFI double du triangle CDF [1. i5, 
corol. ] ; donc triangle ACD = CDF. On trouvera de 
même le triangle CD F = CFG, ainsi de suite; donc la 
droite AG et le triangle ACG seront équimultiples de la 
droite AD et du triangle ACD. On trouvera de la même 
manière, que la droite AH et le triangle ACH sont 
équimultiples d'AB et d'ABC : mais AH > AG lorsque 
ACH > ACG, et AH < AG lorsque ACH< ACG; donc 
le triangle ABC est à ACD, comme la droite AB est à 
AD [3.6]. On démontrera d'une manière semblable, 
que le triangle ACD est h ADE, comme la droite AC est 

AU A C* 

àAEj donc le produit j^ Xjg sera te rapport du 
triangle ABC au triangle ADE [4. 23], 
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Supposez maintenant que les angles BAC,.LMN, de» 
triangles BAC, LMN, fassent ensemble deux angles 
droits : prolongez MN du côté de M en faisant MO=MN, 
et tirez OL. Les angles LMN, LMO, pris ensemble , fe- 
ront deux angles droits [i. 6. corol.] : mais les angles 
BAC, LMN, font aussi deux angles droits [sup.], d'où 

rangleLMO=BAC:donc^ n jJî^ = iL X — 

[dém.] : or, comme l'on a trouve ACD=CDF, on peut 

démontrer de même le triangle LMO = LMN, et on a 

,«- MAr El , triangle ABC AB v ^ 
aussi MN=MO [confit]; donc . °. T Mlr ss _ •__ X 
L *' triangle LMN MN 

AC 

par 

Soient maintenant les parallélogrammes PQRX, STVZ;^ 
dont les angles PQR, STV, sont égaux, on égaux à deux 
droits. Menant les diagonales PR, SV, on aura 
triangle PQR PQ^QR r ,, T . . , 

tH^~kSTV = ST X TV [dem ' ]: maiS chaCUn deS P a - 
rallélogrammes PQRX ; STVZ, est le double de chacun 

des trfangl- PQ*, STV; donc ffi g^ -ggx 

OR 

wry [3. 5. corol. et 4- 5]. 

CoroL Si les côtés de ces angles sont réciproquement 
proportionnels, c'est-à-dire, si un côté de l'un esta un 
côté de l'autre, comme le second côté de celui-ci est an 
second côté de celui-là, les deux triangles et les deux 
parallélogrammes seront égaux; et si les triangles ou 
les parallélogrammes sont égaux, les côtés des angles 
égaux, ou égaux à deux droits, seront réciproquement 
proportionnels. 
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PO OR PO 

Car, puisque^ X^y est le quotient de g^ divisé 

TV PO 

par^rg-, si l'on suppose PQ:ST::TVtQR,onanra -g£= 

TV ^O^QR . trianglePQR 

QR' et P arconséquent ST X ÎV = i : mais triap g leSTV 

— |^X§^[=i];donc triangle PQR=STV [4- »l 

PO 

Si l'on suppose le triangle PQR = STV, on aura^ 

OR t*o nrv 

X jy = i [4- 5] , et par conséquent g^= Qg; [4- 8]; 

doncPQ:ST::TV:QR. 

II. D'un point donné hors d'une droite donnée de 
position, mais infinie, baisser une perpendiculaire sur 
cette droite. 

Soit BG la droite, et A le point donné. Par un point 
quelconque B de BG, élevez la perpendiculaire BD. Si 
cette droite rencontre le point A, ce sera la perpendi- 
culaire demandée; s'il arrive le contraire, comme on le 
suppose ici, joignez AB et faites l'angle BAC = l'angle 
ÂBD. La droite AC} qui doit rencontrer BC, par exem- 
ple en C, sera parallèle à BD [i ; 8]; donc l'angle ACE 
=CBD [1.9]: mais CBD est un angle droit [const. ]; 
donc ACE le sera aussi, et par conséquent la droite AC 
doit être perpendiculaire sur BC. 

III. Deux triangles, ou deux parallélogrammes quel- 
conques, sont en raison composée de celles de leurs bases 
et de leurs hauteurs. 

Soient AB, CD, les bases des triangles ABE, CDE: 
l'un des deux angles ABE, BAE, sera moindre qu'un 
angle droit [ 1. 12 ]. Supposons donc que BAE soit un 
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angle aigu : du point £ menons EG perpendiculaire à 

AB, ou au prolongement d'AB; et depuis le point G, 

sur le prolongement d'AB, prenons GH = AB, et ti- 

„„ triangle ABE AB w AE r r - 

ronsEH: on aura ^^ A£H = m X jg [ 5. ,]=: 

AB r , . . . . triangle EGH GH 

-— [ A. 6 ] : mais on a aussi —. — ^ — -5^5: = -r^j 
AH L ^ triangle AEH AH' 

donc triangle ABE. = EGH. Menons FI perpendi- 
culaire sûr CD ou sur son prolongement, et depuis 
le point I, sur le prolongement de CD, prenons IL = 
CD , et tirons FL ; on aura , comme ci - dessus , le 
triangle CDF = FIL. Or , les angles EGH et FIL 

. A , . r n triangle EGH GH w 

étant droits [ const. ], on a - . ° = -y^- X 

u 7 triangle FIL IL 

EG , triangle ABE GH EG . „ A1> 

^ d0nc triangle CDF == TL X FT : m *" GH = AB ' 

et IL = CD [ const.] j donc ^ = £* X *» . d'où il 

suit que les triangles ABE, CDF, sont en raison com- 
posée de celles de leurs bases AB, CD, et de leurs hau- 
teurs EG, FI [ const. et 5. déf. 1 ]. 

On peut donc conclure , en raisonnant comme nous 
l'ayons fait dans la démonstration de la prop. I de ce 
livre, que les parallélogrammes sont aussi en raison 
composée de leurs bases et de celles de leurs Hauteurs. 

Corol. 1 . Si les bases et les hauteurs sont réciproque- 
ment proportionnelles, les triangles et les parallélo- 
grammes seront égaux j et s'ils sont égaux, les bases et 
les hauteurs seront réciproquement proportionnelles. 

2. Si les bases sont égales, les triangles et les parallé- 
logrammes seront entre eux comme leurs hauteurs ; et si 
les hauteurs sont égales , ils seront comme leurs hases» 
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IV. Lorsque deux triangles , ou deux parallélogram- 
mes , sont en raison composée des rapports qui existent 
entre deux côtés de l'un et deux cotés de l'autre , les 
deux angles compris par ces côtés seront égaux, ou yau> 
dront ensemble deux angles droits. 

«.triangle ABC AB^ BC . ,, _ . 

^ triangle DEF = DE X EF ; I e d " * ae l <*™S le * 
ABC, DEF, serpnt égaux, ou feront ensemble deux an- 
gles droits; car, supposant ABC, DEF, différents entre 
eux, par exemple, l'angle ABC < DEF, on pourra faire 
l'angle CBG=DEF, etBG=AB. Menant donc CG, AG, 
et baissant des points A, G, sur BC, prolongée à rolonté, 
les perpendiculaires AH , GI, on aura AH parallèle 
i ni r o i i * triangle CBG BG^ BC_ . 

au */* r .i j triangle CBG AB 
mais on a AB = BG [const.] ; donc trian | leDFE = 5E 

% BC . triangle ABC AB w BC r , 

X ËF ;etpuisque ^J^ pEF = m X w [ sup. ] , 

on aura triangle ABC = CBG. Prenant donc BC pour 
base de ces deux triangles, les perpendiculaires AH, GI, 
en seront les hauteurs [ 5. déf. i ] , et par conséquent 
égales [ 5. 3. corol.] : mais elles sont parallèles [dém.] ; 
donc AG parallèle à HI [ i. 16] ou à BC. Les deux an- 
gles AGB, CBG, feront donc ensemble deux angles 
droits [1.9] ; maisBG = AB [const.] donne l'angle 
B AG = AGB [ 1 . 4 ] -, donc BAG + CBG vaudront aussi 
deux angles droits. Mais de ce que ÀG est parallèle 
à BC [ dém.], on déduit l'angle ABC=BAG [1.9]; 
donc ABC + CBG feront aussi deux angles droits; et 
puisque l'angle DEF = CBG [const. ] , on aura de même 
ABC + DEF égaux à deux droits. 
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V. Deux triangles équiangles sont semblables. 
Soient dans les triangles ABC et DEF l'angle ABC= 

DEF, et l'angle ACB=DFE; on aura tr | aT> g) e ^ B g _ 

7 ° 7 triangle Di^F 

AB BC triangle ABC _ AC BC AB 

BE X ËF Ct triangle DEF ~ DF X EF '' d ° U DE X 

BC AC BC ,. ,. . , BC AB 

EF = DF X EF'' ° U bien ' en dmsant P ar ÊF' DE =* 

AC* 
»;; ce qui donne AB:DE::AC:DF. On trouvera de 

même AC:DF::BC:EF; e t BC:EF::AB:DE. 

CoroL De là on conclura facilement que deux trian- 
gles équiangles , placés sur des côtés homologues égaux , 
Sont équilatères aussi. 

VI. Deux triangles sont semblables , lorsque leurs côtés 
sont proportionnels. 

Soit dans les triangles ABC et DEF, AB : AC::DE:DF, 
et AC :BC :: DF :EF. Si l'on fait les angles ACG=DFE, 
et CAG=EDF, on aura les triangles ACG, DEF, équian- 
gles [ Lia], et AG:AC::DE:DF; mais AB:AC:;DE: 
DF [ sup. ] ; donc AG: AC :: AB : AC , et par consé- 
quent AG—AB [ 3. 3. corol.]. On trouvera de même 
GG = BC; et puisque AG=AB, et AC commun, si 
l'angle CAG n'étoit pas = BAC , on n'auroit pas non 
plus CG s= BC [ 1 . 1 4 ] j donc l'angle CAG == BAC : mais 
EDF = CAG [ const. ] ; donc l'angle BAC = EDF. On 
trouvera de même l'angle ACB=DFE, et par consé- 
quent l'angle ABC = DEF [ 1. 12 ] ; donc les triangles 

ABC, DEF, sont semblables [5. déf. a]- 

CoroL 1. Les triangles équilatères sont, équiangles. 

a. Deux triangles sont semblables, lorsqu'ils ont deux 
angle* égaux chacun à chacun. 



Digitized.by VjOOQ IC 



76 PRINCIPES MATHEMATIQUES, 

VII. Les triangles qui ont nn angle égal compris 
entre des côtés proportionnels sont semblables. 

Soient dans les triangles ABC, DEF, l'angle BAC = 
EDF, et les côtés proportionnels AB:AC::DE :DF. Fai- 
sant l'angle CAG = BAC [= EDF] , et l'angle ACG = 
DFE, on aura AG:AC::DE:DF [ 5. 6. corol. ] : mais 
AB:AC::DE:DF[sup.];donc AG:AC::AB:AC, et par 
conséquent AG=AB: mais l'angle BAC = CAG [const.], 
et le côté AC commun, donnent l'angle ACB==ACG 
[ 1. 3] , et on a aussi DFE= ACG [ const.]; donc l'an- 
gle ACB=DFE, et par conséquent les triangles ABC, 
DEF, sont semblables [ 5. 6. corol. ] . 

VIII. Si deux triangles ont un angle égal, et si les 
côtés du second angle de l'un sont proportionnels aux 
côtés du second angle de l'autre , je dis que le troi- 
sième angle de l'un des triangles sera égal au troisième 
angle de l'autre ; ou que, si ces deux angles ne sont pas 
égaux, ils feront ensemble deux angles droits. 

Soit dans les triangles ABC, DEF, l'angle ABC = 

DEF,etAB:DE::AC:DF. On aura ^i^gle A PC ^ 
' triangle DEF 

AB w BC r - -' • AB AC . , „ 

51 X EF [5.i];etpuisque 5E = BF[ sup.] i donc 

triangle ABC AC w BC Jf , ., . , , m 

trial|i^ 

ACB, DFE, sont égaux entre eux, ou égaux à deux 

droits [5. 4L 

IX. Si les côtés d'un angle rectiligne rencontrent la 
circonférence d'un cercle en quatre points, je dis que 
les segments de ces côtés , interceptés entre le sommet 
de l'angle et les quatre points de la circonférence, se- 
ront réciproquement proportionnels. 
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Soît ABC un angle rectilîgne dont les côtés rencon- 
trent la circonférence ACDE aux points A, C, D, E. 
Menant les droites AD ; CE, on formera les triangles 
BAD, BCE, dont l'angle DAE=DCE [2. 4. corol.], et 
l'angle ABD=CBE ; et par conséquent BA:BD::BC:BE 
[5.ê. corol.]. 

X. Si l'un des côtés d'un angle rectilîgne rencontre la 
circonférence d'un cercle en deux points, tandis que 
l'autre ne la rencontre qu'en un seul; et si ce second 
côté est moyen proportionnel entre les segments du pre- 
mier, interceptés^entre la circonférence et le sommet de 
l'angle, je dis que le second côté sera tangent au cercle; 
et que s'il est tangent au cercle , il sera moyen propor- 
tionnel entre les deux segments du premier. 

Soit ADB l'angle dont les côtés rencontrent la circon- 
férence dans les trois points A, B, C, et supposons DA 
:DB::DB:DC. Tirant les droites A B, BC, on aura les 
deux triangles semblables DAB, DBC [ 5. 7 ] , qui don- 
nent l'angle CBD = BAC $ donc le côté DB touchera le 
cercle en B [2. 6]. Supposons maintenant que BD touche 
le cercle en B; on aura l'angle BAC = CBD [2. 6]: 
mais l'angle BDC est commun; donc DA:DB ::DB:DC 
£5.6. corol. ]. 

XI. Trouver une quatrième proportionnelle à trois 
droites données. 

Soient B, C, A, ces droites. Sur les côtés d'un angle' 
quelconque HDE moindre que deux angles droits, on 
prendra DE == A , DF = B , et DG= C ; menant FG et 
ensuite EH parallèle à FG, on aura l'angle DFG=DHE, 
et l'angle DGF=DEH [ 1. 9 ], et par conséquent DH: 
PE:;DF:DG [5- 6, corol.], c'est-à-dire, DH;A:;B;C. 
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XIL Trouver une moyenne proportionnelle entrg 
deux droites données , et inégalés. 

Soient A , B, ces deux lignes. 

Snr une droite quelconque CD coupez CE = A, et 
ED=B ; divisez CD également en F, et du centre F avec 
le rayon CP décrive* le cercle CGH \ par le point JE 
menez la corde ËG perpendiculaire sur CD : EG sera 
moyenne proportionnelle entre A et B. 

Prolongez GE jusqu'au point H de la circonférence* 
Le diamètre CD coupe GH perpendiculairement en E 
[ const. ] ; donc EG= EH [ 2. a ] : mais on a CE:EG :: 
EH:ED [ 5. 9 ] ; donc CE:EG::EG:ED. 

XIII. Avec un côté et l'angle adjacent donnés, 
construire un triangle qui soit égal à un polygone pro- 
posé. 

Soient donnés le polygone DEFGHIL, le côté AB, et 
l'angle adjacent BAC. Menant DFet puis EM parallèle à 
DF; prolongeant GF jusqu'au point M de la droite EM, 
et tirant DM, on aura les triangles DEF, DFM , ayant la 
même base DF , et étant placés entre les mêmes paral- 
lèles DF, EM ; d'oii il est facile de conclure qu'ils doi- 
vent avoir des hauteurs égales , et être par conséquent 
égaux [ 5. 2. corol. ] ; donc le polygone DEFGHIL pro- 
posé sera égal au polygone DMGHIL, qui a un côté de 
moins. On trouvera, de la même manière, un autre po- 
lygone ayant un côté de moins , et égal au proposé ; et 
continuant à opérer de même , on parviendra à un 
triangle DLN égal au polygone DEFGHIL. Suppo- 
sons d'abord que l'angle BAC donné diffère de chacun 
des angles DLN, LDN : faisant l'angle LDO = BAC, 
menant NO parallèle à DL , et tirant LO , on aura 
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le triangle DLO=DLN=DEFGHIL. Sur AC coupez 
AF qui soit à DO comme DL est à AB , et tirez BP ; tous 
aurez le triangle ABP = DLO = DEFGHIL. 

Si quelqu'un des angles DLN, LDN, étoit égal à BAC, 
la construction du triangle DLO seroit superflue. 

XIV. Construire un polygone semblable à un poly- 
gone proposé , et qui soit à un autre polygone proposé 
dans le rapport de deux droites données» 

Il s'agit de construire un polygone semblable à 
ABCDE, et qui soit au polygone F comme la droite G 
est à la droite H. Sur le côté AB ; et avec l'angle ABC, 
faites le triangle ABI = ABCDE ; prolongez AB vers L, 
et sur le côté BI avec l'angle IBL faites le triangle BIL 
= Fj trouvez la droite M:BL::G:H, et NO moyenne 
proportionnelle entre AB et M. Menez les droites AC, 
AD , et construisez le triangle NOP avec l'angle NOP= 
ABC, et l'angle ONP=BAC; l'angle NPO sera= ACB. 
Faites le triangle NPQ avec l'angle NPQ = ACD, et 
l'angle PNQ = CAD; vous aurez l'angle OPQ=BCD, 
et l'angle NQP = ADC. Construisez le triangle NQR 
avec l'angle NQR=ADE, et l'angle QNR=DAE; l'an- 
gle PQR sera = CDE, l'angle NRQ= AED, et l'angle 
ONR = BAEj donc les polygones NOPQR, ABCDE, 
seront équiangles entre eux. Il suit de cette construc- 
tion, que le triangle NOP est semblable à ABC, le. 
triangle NPQ semblable à ACD, et le triangle NQR sem- 
blable à ADE , et que par conséquent NO ; OP :: AB : BC : 
mais on a aussi OP:PN::BC:AC, et NP:PQ::AC:CDj 
donc OP:PQ::BC:CD[3. 10]. On trouvera, de la même 
manière, PQ:QR:: CD :DE : mais on a aussi QR:RN:: 
DE:EA; doncNO;NR::AB:AE [3. 10]. On aura donc 
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NOPQR semblable à ABCDE. Puisque les angles ONPy 
_._ . triangle NOP NP ., NO 

BAC, sont égaux, on aura uiau ° ie ABC =ÂC X ÂB 

[5. i ] : mais les triangles semblables donnent NP:AC:s 

™ au j trianglrNOP NP^ NP - # 
NO : AB; donc --, — V A u r~ == Tr X T7^ ° n trouvera 
7 triangle ABC AC AC 

, . triangle NPQ NP NP , - , . . 
de même —; — ~. — t^— =7^X77; donc le tnangle 
triangle ACD AC AC 7 ° 

NOP sera au triangle ABC comme le triangle NPQ est â 

ACD. On prouvera de la même manière que le triangle 

NPQ est au triangle ACD comme le triangle NQR est à 

ADE • donc le polygone NOPQR est à ABCDE comme 

le triangle NOP est à ABC [3. 5] : mais on a ^" 6 ^ 3 ^ 

= 5J x ?? [àém. ] , et NP : AC :: NO: AB [ dém.] ; 
AC AC 

triangle NOP NO w NO 

d0DC triangle ABC = ÂB X ÂB ' * *" Conse ï uent 

polygone NOPQR NO w NO M 

polygone ABCDE = ÂB X Ââ'' «*»■¥» H - 

^X ^[4a3],etM:NO::NO:AB [const. ], ou 

aura Â5 = ÂÏÏ X ÂÏT' doncNOP Q R ^BCDE::M:AB; 

• .1 . polygone ABCD triangle ABI ,. . , 

mais il est £— ^ =— = ■ . e . [ const. ] 

polygone F triangle BIL L * 

=^f- [5. 3. corol. ], et par conséquent ABCD:F::AB 

:BL 5 donc NOPQR : F :: M : BL [ 3. 10 ] : mais on a 
M:BL::G:H [ const. ]; donc NOPQR, semblable k 
ABCDE; est à F comme G est à H, 
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CoroL i. Les polygones semblables et construits sur 
des côtés homologues sont en raison doublée de ces mê- 
mes côtés. 

2. Et comme les carrés de ces côtés seroient aussi des 
rectîlignes semblables , construits sur des côtés homolo-* 
gués, et par conséquent en raison doublée de ces côtés, 
il s'ensuit que les rectîlignes semblables sont entre eux 
comme les carrés de leurs côtés homologues! 

XV. Si les côtés d'un triangle rectangle, c'est-à-dire, 
d'un triangle qui a un angle droit, sont des côtés ho- 
mologues de trois polygones semblables , je dis que le 
polygone construit sur le côté opposé à l'angle droit 
sera égal à la somme des deux autres polygones. 

Soit ABC un triangle rectangle en A, et supposons 
AB, AC, BC, côtés homologues des polygones sembla- 
bles D,E, F. L'angle BAC étant droit, on aura l'angle 
ACB < BAC [i. 13] $ on pourra donc faire l'angle BAG 
œACB. Les triangles ABG, ABC, ayant l'angle ABG 
commun, et l'angle BAG = ACB [const. ] , seront sem- 
blables [5. 6. corol. ], et par conséquent l'angle A GB 
sera droit, ainsi que l'angle AGC. Les triangles ABC, 
ÀGC, ayant le même angle ACG, et l'angle BAC = 

. „_ . _, ., , triangle ABG 

AGC, seront aussi semblables : on aura donc-*-; — ^ — r57 - 

7 7 triangle ABG 

AB AB rc , ._ .E AB AB rft , 

= BC X BC [5 ' l4 ' COr ° 1]: maiS D^BC X BC ^' ^ 
corol. ] ; donc E sera a D comme le triangle ABG au trian- 
gle ABC. On aura de même F à D comme le triangle 
ACGautriangleABC;doncE+F:D::ABG+ACG:ABC 
[ 3. 1 1 ] : mais ABG+ACG= ABC 5 donc E+F=D. 
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LIVRE VI. 



DÉFINITIONS. 

I. U ne droite est perpendiculaire k un plan, lors- 
qu'elle le rencontre perpendiculairement à toutes les 
droites menées dans le plan , et par le point commun au 
plan et à la ligne droite, 

II. Les plans qui ne sauroient se rencontrer , quelque 
prolongés qu'on les suppose, s'appellent parallèles. 

III. Le polyèdre est un corps qui n'est terminé que 
par des polygones. 

IV. Si deux de ces polygones sont semblables et pa- 
rallèles, tandis que tous les autres sont des parallélo- 
grammes, le polyèdre se nomme prisme; les deux po- 
lygones semblables en sont les bases, et la perpendicu- 
laire tirée de l'une des bases sur l'autre, s'appelle hau- 
teur du prisme. 

Y. Le prisme prend le nom de parallélipipède , lors- 
que les bases sont aussi des parallélogrammes. 
. VI. On le nomme parallélipipède rectangle , lorsqu'il 
est terminé par des parallélogrammes rectangles. 

VIL Et cube , lorsque les rectangles sont des carrés. 

PROPOSITIONS. 

I. Les cotés d'un angle rectiligne quelconque sont 
tous deux dans un même plan. 
Car ABC étant un angle rectiligne quelconque, on 
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pourra placer à la fois sur le mênife plan , le sommet B > 
un point quelconque du côte' AB , et un autre de BC , et 
par conséquent les droites AB, CB, se trouveront toutes 
deux sur le même plan [i. déf. 5]. 

II. Toute droite qui tombe à angles droits sur le point 
d'intersection de deux droites qui s'y croisent, est per- 
pendiculaire au plan de ces deux, droites. 

Soient ABC, ABD, des angles droits: AB sera hors du 
plan de CBD ; car autrement il y aurott des angles droits 
différents entre eux, ce qui est impossible. Sur CB et BD 
prolongées à volonté , prenez les parties égales BC, BDj 
BE, BF; par le point B dans le plan CBD tirez une 
droite quelconque GH > et ensuite CD, EF. Ces droites 
seront situées dans le même plan CBD [i. déf. 5], et 
rencontreront GH, ou son prolongement dans deux 
points G, H. D'un point quelconque A de la droite AB 
tirez AC, AD, AE, AF, AG, AH: on aura dans les 
triangles BCD, BEp, les côtés BC = BF, BD=BE 
[const.] , et l'angle CBD=EBF [1.7]; donc CD==EF, 
et l'angle BCG=BFH [1. 3]. Or, les triangles BCG, 
BFH, ont l'angle CBG±=FBH, et l'angle BCG=BFH 
[ dém. ] ; donc ils sont équiangles [ 1 . 1 2 ] : mais le côté 
BC est égal à son homologue BF [const. ]; donc CG= 
FH, et BG=BH [5. 5. Corol.]. On a aussi dans les trian- 
gles BAC et BAF les côtés BC=BF [const. ] , BA com- 
mun, et l'angle ABC=ABF [sup. ]; donc AC = AF 
[ 1. 3]. On trouveroit de même AD=AE : mais CD= 
EF [dém.] donne l'angle ACG==AFH [5. 6. corol.] , 
et on a encore AC= AF et CG=FH [dém. ] 5 donc AG 
=AH [1. 3] : mais on a aussi BG=BH [dém.], et BA 
commun; donc l'angle ABG^= ABH [5. 6. çorol.J , d'o^ il 
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s'ensuit que ces deux, angles sont droits [i. 6; corol. J; 
donc ÀB rencontre perpendiculairement le plan CBD; 
car elle y fait des angles droits avec une droite quelcon- 
que GBH menée par le point commun B [6. déf. î ]. 

Corol. Deux droites, qui ne sont pas en ligne droite 7 
ne sauroient être perpendiculaires à une troisième dans 
un plan. 

III. Trois droites perpendiculaires à une quatrième 
dans un point, sont nécessairement si tuées dans un plan. 

Soient ABC, ABD, ABE, des angles droits: AB doit 
être hors du plan DBE [6. 2. corol.]. Supposons , s'il est 
possible, que BC soit aussi hors de ce plan. Si du centre 
B avec un rayon quelconque on décrit un cercle dans le 
plan CBA, la circonférence de ce cercle rencontrera le 
plan BDE dans un point quelconque F. Menez BF qui 
devra se trouver dans le plan ABFG et dans celui de 
BDE [i. déf. 5]. Puisque ABD et ABE sont des an- 
gles droits, AB sera perpendiculaire au plan BDE [6. ss], 
et par conséquent ABF sera un angle droit [6. déf. i ]; 
c'est-à-dire, que AB fera des angles droits dans un 
môme plan avec BC [sup. ], et avec BF [dénu ] : mais 
cela est impossible, parce que BC et BF ne sont pas en 
ligne droite [6. a. corol.] - 9 donc BC est dans le plan DBE. 

IV. Si une droite est perpendiculaire à un plan, toute 
droite parallèle à celle-ci sera perpendiculaire au même 
plan. 

Soient B, D, les deux points où les parallèles AB, CD, 
rencontrent un plan quelconque, et supposons AB per- 
pendiculaire à ce plan : je dis que CD le sera aussi. 
Tirez BD, qui devra se trouver dans ce même plan, et 
menez-y DE perpendiculaire à BD, et égale à BA; joi- 
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gnez AD, AE, BE. Puisque AB est perpendiculaire au 
plan BDE [sup.], les angles ABD, ABE, seront droits 
[6. déf. i]: mais BDE est droit aussi [const. ]• donc 
BDE==ABD. Et puisqu'on a le côté BA=DE [const. ] 
et BD commun ; donc AD=BE [i. 3]. Or, AD=BE, 
DE=AB, et AE commun, donnent l'angle ADE= 
ABE [5. 6. corol.] , et on a ABE droit [dém.] ; donc ADE 
sera aussi un angle droit: mais les droites AD, BD, 
sont dans le plan des parallèles AB , CD , parce qu'elles 
y ont deux points communs [ i. déf. 5] \ donc la droite 
DE étant perpendiculaire à BD et à AD [const. et 
dém. ] /sera perpendiculaire au plan des parallèles AB , 
CD [6. 2], et par conséquent CDE sera un angle droit 
[6. déf. i]: mais AB, CD, sont deux droites parallèles 
{sup. ] , et ABD est un angle droit [dém. ] ; donc BDG 
sera aussi un angle droit [î. 9], et par conséquent CD 
sera aussi perpendiculaire sur le plan BDE [6. a]. 

V. Les côtés d'un angle rectiligne moindre que deux 
angles droits ne saur oient être perpendiculaires à un 
même plan. 

Soient B, Ç, deux points communs à un plan quelcon- 
que et aux côtés AB, AC, de l'angle rectiligne BAC plus 
petit que deux droits. La ligne droite qui joindra les 
points B, C, doit se trouver dans le même plan [ 1. déf. 
5]. Soit BC cette droite. L'un des angles ABC et ACD 
ne sera point droit [1. 12] 5 donc les côtés AB, AC, ne 
seront pas tous denx perpendiculaires au même plan. 

Soient ËDF plus petit que deux angles droits, et le 
sommet D le seul point où les côtés ED, DF, rencon- 
trent un plan quelconque. Du centre D arec un rayon 
quelconque décrivez un cercle dans le plan de l'angle 
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EDF : ce cercle rencontrera le plan en an point G-, 
Tirez DG; quelqu'un des angles GDE, GDF, ne sera 
point droit, et par conséquent les côtés DE, DF, ne 
seront pas tous deux perpendiculaires au même plan. 
CoroL Ils ne le seront pas non plus à une même droite. 

VI. Les droites perpendiculaires à un même plan 
sont parallèles entre elles. 

Soient AB, CD , deux perpendiculaires à un même 
plan, et B, D, les points où elles le rencontrent. Que 
Ton répète ici la construction qui a servi à la démonstra- 
tion de la prop. IV de ce liv. VI , et on trouvera de suite 
que ADE est droit: mais les deux angles CDE, BDE, 
sont droits [sup. et const. ] ; donc BD, AI) et CD, sont 
dans le même plan [6. 5]. Or, AB doit s'y trouver aussi, 
parce que cette droite le rencontre dans deux points 
[i . déf. 5 ] ; donc AB, BD et CD, seront sur le même plan : 
mais les angles ABD, BDC ; sont droits ; parce que AB et 
CD sont perpendiculaires au plan de BDE [6. déf. i et 
sup.] ; donc AB, CD, sont parallèles entre elles [ i. 8]. 

VII. D'un point donné conduire une perpendiculaire 
sur un plan donné. 

Que le £oint A soit d'abord situé Hors de ce plan. Me* 
nez-y une droite quelconque BC, et sur cette droite baisr 
sez du point A la perpendiculaire AC; au point C , et sur 
le plan donné, levez CD perpendiculaire k BCj la droite 
BC sera perpendiculaire au plan ACD. Maintenant si 
du point A on conduit AD perpendiculaire sur CD, je 
dis que AD sera perpendiculaire au plan donné BCD; 
par, menant DE parallèle à BC, la droite DE sera aussi 
perpendiculaire au plan ACD [6. 4 ] ; et par conséquent 
l'angle EDA sera droit [6. déf. i ] : mais ADC est droit 
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{cous t.]; donc AD est perpendiculaire an plan donné 
BCD[6.a]. 

La construction précédente seroit superflue, si la 
droite AG tomboit d'abord perpendiculairement sur la 
plan donné. 

Supposons maintenant que le point F soit situé sur le 
plan donné. D'un point quelconque G, pris- hors de ce 
plan, baissez GH perpendiculaire sur le même plan. 
Si GH ne passe pas par le point F, menez FI parallèle 
à GH : la droite FI sera la perpendiculaire demandée. 

VIII. Deux parallèles à une même droite sont pa- 
rallèles entre elles. 

Soient AB et CD parallèles à EF. D'un point quel- 
conque F de la droite EF, élevez FG perpendiculaire au 
plan ABFE, et FH perpendiculaire au plan EFG : les 
angles EFG,EFH, seront droits [ô.déf. 1], et par con- 
séquent EF sera perpendiculaire au plan GFH [6. 1 ] ; 
donc AB, CD, seront perpendiculaires au' plan GFH 
[6. 4] 9 et en conséquence parallèles entre elles [6. 6]. 

Cor oh Lorsqu'une droite est située et prolongée à vo- 
lonté dans le plan de deux droites parallèles, si elle eu 
coupe la première, elle coupera aussi la seconde; car 
autrement elle seroit parallèle à celle-ci [1. déf. 11 ], 
et par conséquent parallèle à la première [6. 8] , tout en 
la rencontrant [sup.] ; ce qui seroit absurde [1 . déf. 1 1]. 

IX. Les plans perpendiculaires à une même droite 
sont parallèles entre eux. 

Soient A , B , les deux points ou la droite AB ren- 
contre perpendiculairement deux plans quelconques: je 
dis que ces deux plans sont parallèles; car autrement 
ils pourront se rencontrer , par exemple en Ç : on 



Digitized by VjOOQ IC 



88 PRINCIPES MATHEMATIQUES, 

pourra donc joindre AC dans l'un, et BC dans Vautre 

plan [ i- àét 5], et par conséquent les angles ABC et 

BAC d'un même triangle ABC seront droits [6. déf. i] s 

mais cela est impossible [ i. ia]; donc les deux plans 

ne sauraient se rencontrer, et par conséquent sont par- 

tallèles. 

X. Si deux plans sont parallèles, la même droite 
qui est perpendiculaire à l'un sera perpendiculaire à 
l'autre. 

Que la droite AB rencontre perpendiculairement en 
B'un plan quelconque, et en A un second plan paral- 
lèle au premier: je dis que la droite AB rencontrera 
perpendiculairement aussi le second plan; car, sans 
cela , on pourra mener sur celui-ci une droite AC qui 
fasse avec AB l'angle CAB plus petit qu'un angle droit 
[6. déf. i]. Cela posé, du centre B ayec un rayon quel- 
conque décrirez un cercle dans le plan de BAC, dont 
la circonférence rencontrera , par exemple en D , le pre- 
mier plan. Si l'on tire BD, l'angle ABD sera droit 
[sup. et 6. déf. i ] : mais BAC est aigu; donc les deux 
droites AC, BD, pourront se rencontrer, par exemple 
en C, et par conséquent les deux plans s'y rencontre- i 
ront aussi [i. déf. 5]: mais cela est impossible , puis- 
qu'ils sont parallèles entre eux par supposition [6. déf. 
2 ] ; donc AB est perpendiculaire à l'un et à l'autre plan. 

CoroL i. Si deux droites sont parallèles , toute 
droite perpendiculaire à l'une sera perpendiculaire à 
l'autre. 

2. Les deux côtés d'un angle plus petit que deux droits 
ne sauroient être perpendiculaires à deux plans parai* 
lèiee entre eux. 
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3. Ilsnele serontpas non plus à deux droites parallèles, 
XI. Les angles qui ont les côtés parallèles , et l'ou- 
verture place'e dans le même sens, sont égaux et situés 
dans le même plan , ou dans des plans parallèles 
entre eux. 

Soient AB parallèle à CD, et AE parallèle à CF. On 
prendra AB = CD et AE = CF, mais à condition que 
les trois points E, B, D, ne soient pas en ligne droite, 
lorsque les deux angles seront dans le même plan; on 
tirera BE, DF, AC, BD, FE. Puisque AB et CD, AE 
et CF, sont égales et parallèles [const. et sup.] , on aura 
BD et AG, AC etEF, égales et parallèles [1. 16] ; donc 
BD et EF Seront égales et parallèles [6. 7 ] , et par con- 
séquent BE=DF [1. 16]; donc l'angle BAE=DCF 
[5. 6. corol.]. 

Soient les deux angles HGM, LIN, placés dans diffé- 
rents plans, et supposons le côté GH parallèle à IL, et 
GM parallèle à IN. Si l'on mène GO perpendiculaire 
au plan LIN en O, et OP parallèle à IL, la droite OP 
sera parallèle à GH [6. 8] : mais l'angle GOP est droit, 
parce que GO est perpendiculaire au plan ou se trouve 
située la droite OP; donc OGH sera aussi un angle 
droit [1.9]. On prouvera de même que l'angle OGM 
est droit; donc GO sera aussi perpendiculaire au plan 
HGM [6. a], et par conséquent les plans HGM et LIN* 
seront parallèles entre eux [6. 9]. 

Corol. Deux triangles sont semblables, lorsqu'ils ont 
les trois côtés parallèles chacun à chacun; ou aussi, 
lorsque deux côtés de l'un sont parallèles et proportion- 
nels à deux côtés de l'autre, pourvu que leurs ouver- 
tures soient placées dans le même sens. . . . 
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XII. Deux droites parallèles interceptées entre des 
plans parallèles sont égales. 

Soient AB, CD, deux droites parallèles interceptées 
entre denx plans parallèles qu'elles rencontrent aux 
points A, C, et aux points B, D. Menez AC dans l'un , 
et BD dans l'autre plan [ i. déf. 5]. Les deux droites 
AC, DB, seront dans un même plan, c'est-à-dire, dans 
le plan des parallèles AB, CD [i. déf. 5]: mais elles 
ne sauroient se rencontrer [6. déf. a] -, donc AC, BD, 
sont parallèles [i. déf. 5], et par conséquent égales, 
parce que ABCD est un parallélogramme [ i. i5]. 

XIII. Tant de droites qu'on voudra, rencontrées par 
des plans parallèles , sont coupées proportionnellement. 

Supposons que trois plans parallèles rencontrent deux 
droites AB, CD, aux points A, E, B, C, F, D : celui 
du milieu coupera dans quelque point G la droite BC, 
qui joindra les points B, C. Tirons CA, EG; ces deux 
droites seront dans le plan ABC : mais à quelque dis- 
tance qu'on les prolonge, elles ne sauroient se rencon- 
trer comme situées dans des plans parallèles ; donc CA 
et EG étant parallèles [i. déf. 19], on aura l'angle 
BAC=BEG, et l'angle BCA=BGE [ 1. 9] ; donc AB: 
BE::BC:BG [5. 6. corol. ] , et par conséquent AE:BE:: 
CG:BG [3. 4]. On trouvera de même DF:CF::BGiCG, 
et CF:DF::CG:BG; donc AE:BE::CF:DF. 

XIV. Compléter un prisme sur une base donnée, et 
avec un coté donné. 

Soit ABCDEF la base , et AG le coté. Par les sommets 
B, C, D, E, F, menez BH, CI, DL, EM, FN, égales 
et parallèles à AG ; et joignez GH, HI, IL, LM, MN, 
TSG, Les figures ABHG, BCIH, CDU, DEML,EFNM, 
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FAGN, étant des parallélogrammes [ ï. 16 ], îl reste 
à démontrer que le polygone GHIMN est semblable 
et parallèle à ABCDEF [6. déf. 4 ]. Tirez AC , AD, 
AE, GI, GL, GM. Les droites AG, CI, étant égales et 
parallèles [ const. ] , GI et AG seront aussi égales et pa- 
rallèles [1. 16] : mais GH est parallèle à AB [dém. ]$ 
donc les plans HGI et ABCDEF sont parallèles [6. 1 1 ]. 
On démontrera de même qne le plan IGL est parallèle 
au même plan ABCDEF • donc la droite qui du point G 
tombe perpendiculairement sur ABCDEF, sera perpen- 
diculaire aux plans HGI et IGL [6. 10 ], et aux droites 
GH, GI, GL [6. déf. 1]; donc toutes ces droites sont 
dans un même plan [6. 3]. On démontrera de même 
que GM est sur le plan HGL, et GN sur le plan HGM; 
donc GHILMN est un polygone parallèle à ABCDEF 
[6. 10 ]. De ce que GH est parallèle à AB, et HI paral- 
lèle à BC [dém.], il s'ensuit que l'angle GHI sera = 
ABC [6. 11]. On démontrera de même qne les angles 
ILM=CDE, HIL=BCD,LMN=DEF, MNG=EFA, 
WGH=FAB : mais on a GH= AB, et HI=BC [dém.] $ 
donc GH:AB::HI:BC, et pareillement HI :BC::IL:CD; 
IL:CD::LM:DE;LM:DE::MN:EF ; MN:EF::NG:FA, 
etTSG:FA::GH:AB; donc les polygones GHILMN et 
ABCDEF sont semblables [ 5. déf. 3]. 

XV. Les deux bases d'un prisme quelconque sont 
légales entre elles. 

Cette proposition est facile à démontrer. 

XYI. Les prismes sont en raison composée des rap- 
ports de leurs bases et de ceux de leurs hauteurs. 

Soient ABCD et EFGHIL deux prismes triangulaires. 
Apheyez les parallélogrammes FM et LN, et tirez la 
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droite MN. On démontrera sans peine que EFGMNHEj 
est un paraïlélîpipède. Sur la droite HE prolongée à vo- 
lonté prenez OP = EH; et prolongeant de même LF^ 
IG, NM, menez OQ, PR , perpendiculaires sur LR; 
QS, RT, perpendiculaires sur ITj SV, TX, perpendi- 
culaires sur NX, et joignez OS, OV, PT, PX. Le corps 
OQSVXPRT sera un parallëlipîpède , dont les côtés 
OP, QR, ST, VX, rencontrent perpendiculairement les 
bases QV, RX - y ce qui est facile à démontrer. Cela posé, 
transportez le corps HILOQS dans le lieu que EFGRPT 
occupe, mais de telle manière que les points O , Q , S , 
tombent sur les points P, R, T [ce qui est permis, QX 
étant un parallëlipîpède, et par conséquent OQ = PR, 
<JS = RT, et l'angle OQS = PRT]. On doit donc con- 
clure que la droite HO perpendiculaire au plan OQS, 
[dém. ] , et EP perpendiculaire au plan PRT [ dém. ] , 
ne font qu'une seule et même droite [G. 5] : mais on a 
HE=OP, et par conséquent HO = EP; donc le point 
H tombera sur le point E. On démontrera de même que 
I tombe sur G, et L sur F. Or, en raisonnant comme 
•dans la démonstration de la prop. III duliv. I, on voit 
que les faces du corps HILOQS doivent coïncider avec 
celles du lieu occupé par EFGRPT ; donc HILOQS = 
EFGRPT. On démontrera de même, en ajustant le 
triangle PRT sur le triangle PXT, que le prisme OSR. 
= OSX. Et puisque HILOQS ësl=; EFGRPT, si l'on 
en retranche la partie commune OSF, on aura le prisme 
EGL = OSR; et, en raisonnant de même, le prisme 
EGN = OSX: mais le prisme OSRest = OSX [dém.}j 
donc le prisme EGL = EGN , el par conséquent le pa- 
rallëlipîpède LM sera le double du prisme EGL : on aura 
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aussi la base FM du parallélépipède, double de la base 
EFG du prisme ; et le parallélipipède LM=QX. Pro- 
longeant les droites GF, IL, NH ; ME, et construisant 
de même le parallélipipède ZY=LM, de sorte que, les 
faces Za, 6Y, soient perpendiculaires aux prolongements 
de ces droites, on démontrera facilement que les bases 
FM, 67, sont égales. Prolongeant les côtés Z7, 6S, 0Y, 
Ça, et construisant de même le parallélipipède 7)9 = ZY, 
dont les faces 7)t , 0x , soient perpendiculaires aux prolon- 
gements de ces côtés, on aura ZY double du prisme EGL, 
et la base 7Ïk = è*(, et par conséquent r{k double de la 
base EFG du prisme EGL. On démontrera avec la même 
facilité, que le parallélipipède rfi est rectangle. La hau- 
teur du parallélipipède ?fi , et celle du prisme EGL, sont 
perpendiculaires au plan EéX, et par conséquent paral- 
lèles [6. 6] : mais elles se trouvent interceptées entre des 
plans parallèles E6X, Nê9 ; donc elles sont égales. Cons- 
truisez de même le parallélipipède rectangle xp. double 
du prisme BCD, ayant la même hauteur, et une base v£ 
double de la base ABC, et placez-le de manière que les 
bases r{k, v£, soient dans un même plan -, que les som- 
mets des angles tjxX, vx£, tombent sur le même point x, 
et que les côtés r i x > xv, soient en ligne droite : les côtés 
yX 7 x%, seront aussi en ligne droite [1. 7], aussi bien 
que les côtés ox, xrc [6. 5], par cela même qu'ils tom- 
bent perpendiculairement sur le. plan EêX [6. 2 .]. Pro- 
longeant les droites Zv, Çtc, e0., &K } coupez un nombre 
quelconque de parties vf, f<r, égales à xvj prenez xt 
multiple quelconque de tqx plus grand ou plus petit que 
x<j, et achevez les parallélipipède^ x6, 0v, vu, va } xf. 
On démontrera facilement que les parallélipipèdes 0v, 
V»; v* ; sont égaux, et que par conséquent le paralléli- 
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pidè 0* est aussi multiple de 0v, que la droite jt« l'est 
de xv ; et que le parallélépipède t0 est aussi multiple de 
9)0 , que la droite tx Test de qx : mais le parallélipipède 
t9 ne sauroit être plus grand ni plus petit que le paral- 
lélipipède 0* , que lorsque la droite tx sera plus grande 
ou plus petite que la droite x* ; donc le parallélipipède 
q9 est au parallélipipède Ov , comme la droite tjx est à la 
droite xv. On démontrera de même que le parallélipi- 
pède xf est à xft comme la droite x« est à xo : mais les 
bases ijX , Xv , sont entre elles comme les droites v)x , xv 
[5. a. corol.]; donc les parallélipipèdes *#, 0v, seront 
entre eux comme leurs bases %X , vX. On démontrera de 
même que les parallélipipèdes 0v, xf , sont entre eux 
comme les bases Xv, v£, et par conséquent que les pa- 
rallélipipèdes rfi y %tfy sontaussi entre eux comme les bases 
TîX, v£[3. io] :mais les parallélipipèdes xf ,X[*, sont entre 
eux comme xx et xo [dém. ] ; donc le rapport du paral- 
lélipipède t)0àx(t sera composé du rapport de uX à vS, 
et de celui de xrc à xo [4. a3]. Or , le parallélipipède rfi 
est le double du prisme EGL [dém. ] ; le parallélipipède 
Xfi 7 double du prisme BGD [const. ]; la base 7>X, double 
de la base EGF [dém.]; la base v£, double de la base ABC 
[const. ] ; et la droite xiz ; hauteur du parallélipipède tj9 
[const. et 6. déf. 5], est égale à la bauteur du prisme 
EGL [dém. ]; et on a de même xo égale à la bauteur 
du prisme BGD; donc le prisme EGL est au prisme 
BGD en raison composée des rapports de leurs bases 
EGF, ABF, et de leurs hauteurs xic, xo [3. 5. corol. }. 
Soient les prismes ABCDEFGHIL et MNOPQRSTV 
XZT. Joignez AC, AD, FH, FI, MO, VZ: on démon- 
trera que ABCFGH, ACDFHI, ADEFIL et MNO VXZ, 
«ont des prismes triangulaires. Désignant par % la per- 
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pendiculaire baissée du point A sur le plan de la base 
FGHIL, et par S } la perpendiculaire baissée du point 

M sur leplan de labase STVXZY, on aura P risme B ^ F 
r 7 prisme MNZ 

base FGH w g r , , 4 . . . , r - prisme CDF 
= base VXZ X 6* dem * et 4 " def ' ? ] ' prisme MNZ = 
base FIH g prisme DEF _ base FIL g 
base VXZ X T' prisme MNZ ~ base VXZ X € ' d0UC 
prisme BCF+ pri sme CDF + prisme DEF_ 
prisme MNZ — 

base FGH g base FI H g base FIL g _ 
base VXZ X 6 + base VXZ X 6 + base VXZ X G — 
/ base FGH base FHI base FIL \ g _ 
\base VXZ + base VXZ + base VXZ ) 6 — 
base FGH +base FHI -f base FIL v g , , ,. 

biiiVXZ X 6> cest - a " d '^ 

prisme ABCDEFGHIL __ base FGHIL x , « , 
prisme MNZ — base VXZ X 6 ; 0nC 

prUme ABCDEFGHIL = ^^y^ X j X prisme 

MNZ. On trouvera de même le prisme MNOPQRSTV 
__ base STVXZY w g _ . M1 __ , 
XZY = baseV xz X 6" X P r,sme MNZ : donc 

base FGHIL a ^ . ____, 
prisme ABCDEFGHIL JbasTVXZ X^Xpnsme MNZ 
prisme MHOPQBStVXZÏ-bM^mBT 6 MHZ 

base VXZ 6 
base FGHIL ^g 
_ base VXZ 6 _ base FGHIL frase VXZ 
~ base STVXZY base VXZ X base STVXZY 

base VXZ 
g __ base FGHIL g 
X S ~ base STVXZY X «• 
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CoroL 1. Les prismes qui ont des bases égales sont 
entre eux comme leurs hauteurs ; et ceux qui ont des 
hauteurs égales sont entre eux comme leurs bases. 

2. Les prismes qui ont des bases et des hauteurs réci- 
proquement proportionnelles sont égaux 5 et s'ils sont 
égaux , ils auront des bases et des hauteurs réciproque- 
ment proportionnelles. 
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DÉFINITIONS. 

I. JLjorsq v e tous les angles d'an polygone ont leurs 
sommets à la circonférence d'an cercle, on dît que le po- 
lygone est inscrit au cercle, et que le cercle est circons- 
crit au polygone. 

II. Le polygone est circonscrit au cercle, et le cercle 
inscrit au polygone , lorsque tous les côtés de l'un tou- 
chent la circonférence de l'autre. 

PROPOSITIONS. 

I. Partager un arc donné en deux parties égales. 

Soit ABC l'arc donné. 

Investigation. Désignant par B le milieu de l'arc 
ABC, et par D celui de la corde AC, si Ton tire les 
cordes AB, BC, et la droite BD, où aura AB=BC. 
£2* 8. corol.], l'angle BAC=BGA [1. 4], l'angle 
ADB=BDC [1. 3], et BD perpendiculaire à AC [1. 
6. corol. ]. 

Composition* Tirez la corde AC, et par le milieu 
d'AC menez la perpendiculaire BD. L'arc AEB serai= 
CFB; car, tirant les cordes AB, BC, on aura dans les 
triangles ABD, BCD, le côté AD=DC [const.], BD 

7 
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'commun /si l'angle ADB=BDC [const. ], et par coft» 
eéquent le côté AB=BC { i. 3] ; donc l'arc AEB=BF<2 
[a. S.coroL]. 

CoroL II sera àonc facile de partager un angle donné 
<en deux parties égales. 

II. Sur nne corde donnée tracer un arc capable d'nn 
*ngle donné, c'est-à-dire, un arc ou Ton pusse inscrite 
un arc donné. 

Soient AB la corde , et C l'angle donné» 

Investigation. Si l'angle G yaloit deux droits, le pro- 
blème seroit insoluble; s'il ne valoit qu'un droit, l'arc 
demandé seroit un demi-cercle [a. 4» corol.]. 

Supposons C plus grand ou plus petit qu'un angle 
droit, et désignons par ABD Tare demandé. Si l'on fait 
l'angle BAE=C, le coté AE touchera en A l'arc ADB 
f i. 6]. Soit AF perpendiculaire à AE. Le centre du 
cercle respectif ne peut être situé que sur la droite AF; 
«t si l'on divise AB également en G par la perpendicu- 
laire GF, il devra se- trouver aussi sur la droite GF. 

Composition. Si l'angle G est droit, divises AB éga- 
lement en H ; et du centre H avec le rayon HA, décri- 
vez le demi-cercle ADB. L'angle inscrit à cet arc sera 
•droit [a. 4- corol. ], et par conséquent =C. 

Si C n'est pas un angle droit, faites BAE=C, et élevés 
AF perpendiculaire à AE: l'angle BAF sera aigu. Elevés . 
encore GF perpendiculaire sur le milieu d'AB : les 
droites AF, GF, pourront se rencontrer en F [ i. ax.]. 
Joignes BF. Dans les triangles AFG, BFG, on aura 
AG=BG [const.], GF commun, et l'angle A GFs=BGF 
[const.]; donc AF=BF [i. 3]. SoitDI un cercle décrit 
du centre F avec le rayon. AT. Ce cercle devra passer 
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fcâr le point fi, et toucher en A la droite AE [2. 6. 
corol. ] ; donc tout angle inscrit dans l'arc ADB sera 
c=BAE [2. 6], et par conséquent = C [const.]. 

III. D'un point donné mener une tangente à tut 
cercle donné. 

Soit BC le cercle, et A le point donné. 

Investigation. Si le point donné est dans l'intérieur 
du cercle> la question est impossible; s'il est à la cir- 
conférence, la tangente et le rayon y feront un angle 
droit. 

Supposons A hors du cercle, et désignons par AB la 
tangente demandée. Tirant le rayon BF, on aura ABF 
tin angle droit [2. 6. corol. ]. 

Composition. Si le point A est à la circonférence, on 
tirera le rayon AE; et menant AD perpendiculaire à 
AE, la droite AD sera la tangente requise [ 2. 6. corol. ]. 

Si le point A est hors du cercle BC, trouvez-en le , 
centre F. Joignez AF ; et prenant AF pour diamètre, 
décrirez le demi-cerle ABF, qui coupera la circonfé- 
rence BC dans un point B. La droite AB sera la tan- 
gente demandée; car tirant BF, l'angle ABF sera droit 
[const. et 2. 4* corol. ] , et par conséquent AB touchera 
le cercle [2. 6. corol.]. 

Corol. i. D'un point donné hors d'un cercle quelcon- 
que, on peut mener deux tangentes à la circonférence 
de ce cercle. 

2. Et ces tangentes seront égales; car, menant les 
tangentes GH, GI , aux points H, I, du cercle HI, et 
tirant les rayons IL, LH, on aura les angles droits 
GHL, GIL [2. 6. corol.], et les angles aigus HGL, 
LGI [1. 12]; donc l'angle GHL=GIL, LH=LI, 
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GL:LH::GL:LI, et par conséquent GH:GL::GI:GE 
[5. 8]; d'oii l'on tire GH=GÏ [3. 3. corol. ]. 

IV. Sur une circonférence proposée couper un ave 
•usceptible d'un angle donné. 

Soit A l'angle, et BGD le. cercle. 

Composition. Par un point quelconque B de la circon- 
férence donnée, menez la tangente BE [ 7. 3], et faites 
l'angle EBC=A. Tout angle inscrit à Tare BDC sera 
-=EBC [a. 6], et par conséquent = A [ const.]; donc 
BDC est l'arc demandé. 

Y. Dans un cercle donné inscrire un triangle sem- 
blable à un triangle donné. 

Soient ABC le cercle, et DEF le triangle. 

Composition. Coupez les arcs ABC et ACB, où Ton 
puisse inscrire l'angle ABC = DEF, et l'angle BCA= 
DFE; tirez les droites AB, BC, CA : le triangle ABC 
sera semblable au triangle DEF [*5. 5 ]. 

VI. Circonscrire à un cercle donné un triangle sem- 
blable à un triangle donné. 

Soient ABC le cercle, et DEF le triangle. 

Investigation. Supposons que les côtés GH, HI, IG, 
du triangle GHI , touchent la circonférence ABC aux 
points A, B, C, et que l'angle GHI soit =DEF, et GIH 
«=DFE. Trouvez le centre L du cercle ABC, et tirez les 
Tayons AL, BL; les angles H AL, HBL, seront droits 
[2. 6. corol.] : mais les angles du quadrilatère AHBL 
Talent ensemble quatre angles droits , comme il est fa- 
cile de s'en convaincre en partageant le quadrilatère 
en deux triangles [ 1. 12 ] ; donc les deux angles AHB, 
ALB, font ensemble deux angles droits. Prolongez EF 
vers M. Les angles DEF, DEM, valent deux droits, et 
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par conséquent ils seront égaux aux angles AHB ; ALB, 
pris ensemble: mais AHB=DEF[sup.] ; donc l'angle 
ALB=DEM. 

Composition. Prolongeant EF des deux côtés, et 
ayant trouvé le centre L du cercle donné ABC , tirez un 
rayon quelconque LA, et faites les angles ALB=DEM, 
et BLC=DFN. Par les points A ., B, C, menez les tan- 
gentes GH, HI, IG, [7-3] ; qui se rencontreront en 
H, G, I [6. 10. corol.], parce qu'étant perpendicu- 
laires à LA, LB et LC [ 2. 6. corol. ], chacun des an- 
gles ALB ; BLC ; doit être plus petit que deux angles 
droits : cela posé , je dis que GHI sera le triangle de- 
mandé. 

Car les angles de tout quadrilatère font ensemble 
quatre droits [dém. ]: mais H AL, HBL, n'en raient 
que deux [ const. ] ; donc AHB , ALB , feront deux 
angles droits: et puisque DEF, DEM, font la même 
somme; donc. les angles AHB+ALB=DEF+DEM: 
er ALB = DEM [const.]; donc l'angje AHB=DEF. 
On trouvera de même l'angle BIC=DFE ; donc le triant 
gle GHI sera semblable au triangle DEF. 

Corol. De la même manière qu'on a trouvé dans l'in- 
vestigation précédente, la somme des angles d'un qua- 
drilatère égale à quatre droits, on démontrera aussi 
que la somme de tous les angles d'un polygone quel- 
conque vaut autant de fois deux droits qu'il- a de cotés 
moins deux. 

VIL Inscrire un cercle à un triangle donné. 
Soit ABC le triangle. 

Investigation. Supposons que le cercle DEF touche 
#n D> E ; F, les coté* AB, BC, CA ; du triangle donnéj 
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et après atoir trouvé le centre G, tirons BG et les rayon* 

DG, EG. Les angles BDG, BEG, seront droits £a. 6, 

corol. ], et par conséquent égaux : mais DG esti=EG JI 

et DB=BE [7. 3. corol-]; donc l'angle DBG = EBG 

[1.5]. 

Composition. On partagera chacun des angles ABC , 
BCA , en parties égales , par les droites BG, GG [ 7. 1. 
corol.]; du point G, ou elles doivent se rencontrer [ i t 
ax. ] , on mènera sur AB la perpendiculaire GD. Le cer-i 
cle DEF, décrit du centre G avec le rayon GD 7 satis-r 
fera à la question. 

Car menant GE ; GF , perpendiculaires à BC et k 
AC ; on aura les triangles semblables BDG, BEG [ 5. 5, 
corol.], et par conséquent DG:BG::EG:BG; d'où DG 
s=EG. On trouvera de même FG=EG$ donc le cercla 
décrit du centre G avec le rayon GD, doit passer par 
les pointsE, F: mais les angles ADG, BEG, CFG, sont 
droits [const.]; donc le cercle DEF sera tangent aux 
points D, E> F, des cAtés AB, BC, CÀ, du triangle 
proposé. 

Y III. Circonscrire un cercle à un triangle donné. 

Soit ABC le triangle. 

Investigation. Le centre du cercle demandé doit être 
un point commun aux trais perpendiculaires qui partar 
geront en parties égales tous les côtés du triangle ABC. 

Composition. Par le milieu d'AB et d'AC menez 
les perpendiculaires DF, EF, qui devront se rencon- 
trer, par exemple en F [6. 10. corol.]; tirez FA. Le 
point F sera le centre , et FA le rayon du cercle de- 
mandé. 

Car m^uuu BF, GF, on aura dans les triangle* 
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ÀDF, BDFy AD=BD [const. ], BF eommmi ; et 
l'angle ADF = BDF [const. ]; donc AF=BF. Oa 
trouvera de même AF=CF ; donc le cercle ABC ; dé-* 
crit du centre F arec le rayon AF, doit passer par le* 
sommets B, C. 

CoroL i . Il sera donc facile de faire passer la circon- 
férence d'un cercle par trois points donnés, pourri* 
qu'ils ne soient pas en ligne droite. 

2. Et achever nn cercle) lorsqu'une partie en sera> 
donnée. 

IX. Inscrire nn triangle équilatéral à nn cercle- 
donné. 

Soit ABC le cercle. 

Investigation. Supposons ABC un triangle équîlaté- 
rai, D le centre du cercle, F le milieu de AB ; et DE 
un rayon. Tirant DB, AD , AE, on démontrera aisé- 
ment que l'angle ADE est la moitié d'ADB : mais ACR 
est la moitié d'ADB [2. 4}; donc ADE =ACB : et 
puisque DE:DA::CB:CA, on aura l'angle AED= ABC 
[5. 5 ]. Or, l'angle ABC = ACB, parce que AB=AC 
[sup.], et par, conséquent l'angle AED = ADE; on- 
aura donc dans les triangles ADF, AEF, l'angle AEF 
s=ADF, et l'angle AFE = AFD [const.], ce qui 
donne EF ; FA :: DF ;FA [ 5, 5. corol. 1; donc EF 
=DF. 

Composition. Ayant trouvé le centre D du cerclé 
donné, et le milieu F d'un rayon quelconque DE, on- 
mènera par le point F la corde BA perpendiculaire 
k DE. La corde BA sera le côté du triangle en question. ' 

Du centre A avec le rayon AB décrives un cercle 
qui coupera la circonférence donnée,, par exemple en CL 
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Menez BC, BD, DA, AE. Les angles AEF, ADF, étant 
égaux, comme il est facile de s'en convaincre, on aura 
AE= AD [ i . 1 3. coroL ] =D£ , et par conséquent ADE 
sera un triangle équilatéral et équiangle [ i. 4] ; d'où il 
suit queADF vaut le tiers de deux angles droits [i. ia]. 
Dans les triangles ADF , FDB, on a AF = FB[a.a], 
DF commun, et l'angle DFA = DFB [const.]; donc 
l'angle ADF=BDF [ 1. 5] , et par conséquent l'angle 
AGB = ADF [2. 4]. Ainsi, puisque ADF est le tiers 
de deux droits [dém.], l'angle AGB le sera aussi : mai» 
le côté AG étant =AB [const.], on a l'angle ABC= 
AGB [ 1 . 4 ] 5 donc ABG vaut le tiers de deux droits , et 
par conséquent l'angle BAG en vaudra autant; d'où on 
doit conclure que le triangle ABC est équiangle etéqui- 
làtéral [ 1. i3. corol. ]. 

CoroL 1 . Toute corde de cercle qui , en rencontrant 
perpendiculairement un rayon, le partage en deux par* 
ties égales, est égale au côté du triangle équilatéral 
inscrit à ce cercle. 

a. Le rayon d'un cercle est donc égal au côté de l'hexa- 
gone équilatéral, que l'on peut inscrire à ce cercle. 

X. Construire sur une droite donnée un pentagone 
équiangle et équilatéral. 

Soit AB la droite donnée. 

Investigation. Désignant par ABCDE le pentagone 
demandé, et menant AC, BE, on formera les triangles 
ABE, BCA, dont les côtés AE = BC [sup.], AB com- 
mun, et les angles BÀE=ABG [sup. ]; donc l'angle 
AEB==BCA, et ABF = FAB [1. 3]: mais AB=BC 
[sup.]; donc BGA=FAB [1.4] 7 et par conséquent 
BCA= ABF. Ainsi les triangles ABC, ABF, seront senv. 
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blables [5. 5. corol. ], et l'angle AFB= ABC : or CDE 
= ABC [sup.]j donc AFB = CDE: mais CFE=AFB 
[ i. 7]; donc CDE=CFE: et comme AED=BÇD 
[sup. ], et AEB=BCA [dém. ], DEF sera=DCF. 
D'où il suit que les angles CDE, DCF, pris ensemble > 
Talent la moitié de tous les angles du quadrilatère 
CDEF , c'est-à-dire, deux droits [ 7. 6. corol.] 3 donc CD 
est parallèle à EF [ 1. 8. corol. ]. On trouvera de même 
DE parallèle à CF, et par conséquent CF= DE [1. i5]: 
mais AB=DE [sup.]; donc CF=cAB. Les triangles 
ABC, ABF, étant semblables [dém.], donnent AC: 
BA::BA:AF; mais AB=CF [dém.]; donc AC>AB, 
et par conséquent AB>AF [ 3. 2 ]. Prolongeant AB et 
prenantAG=AC, on auraBG=AF. Prenez GH=AB, 
et divisez AB en deux parties égales en I ; du centre I 
avec le rayon IB décrivez le cercle BL ; du centre G 
avec le rayon GH décrivez un cercle qui coupe en L le 
cercle BL; tirez GL [ = GH=AB]; donc GL sera 
moyenne proportionnelle entre AG et BG, et par con- 
séquent tangente en L [5. 8]. Tirez le rayon IL 5 l'an» 
gle GLI sera droit [ 2. 6. corol. ]. 

Composition. On mènera par le point B la droite BM 
égale et perpendiculaire à AB; et du point I, milieu 
d'AB, on tirera IM. L'angle IBM étant droit, IB sera< 
IM. Soit prolongée IB jusqu'à ce que IG = IM. La droite 
AB sera >BG. Pour le démontrer, on décrira du cen- 
tre I avec le rayon IB le cercle BLA, qui rencontrera 
IM dans quelque point L ; IL sera =IB. Menant donc 
GL, on aura dans les triangles GIL, BIM, le côté IG 
c=IM, et IL = IB [const. ], et l'angle GIL commun; 
donc GL=BM ; et l'angle GLI = IBM; mais IBM est 
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droit [const. ] $ donc GLI le sera aussi, et par consé- 
quent GL touche le cercle au point h. [ a. 6. coroL J ; 
donc AG:GL::GL:BG [5.8]: mais GL=BM [dém.]^ 
et AB=BM [const,] ; donc AB=GjL, et AG:AB::AB: 
BG: et puisque AG>AB, on aura aussi AB>BG [3. aj. 
Du centre A avec le rayon AG, et du centre B arec le 
rayon AB, décrirez deux cerclés , qui se croiseront , par 
exemple en G. Tires BG , AC ,• prenez CF= AB, et pro- 
longez BF jusqu'à ce que EFs=FC ; tirez AE, et achevés 
le parallélogramme CDEF: je dis qu»ABCDE sera le 
pentagone demandé.. 

Car AG étant =AG, et CF=AB [const.}, on aura 
AFx=BG: mais AG:AB::AB:BG [dém.]; donc AG: 
AB::AB:AF; d'oii il s'ensuit. que les triangles ABC, 
BAF, ayant l'angle FAB commun > compris entre les 
cotés proportionnels AG, AB et AB, AF, seront senv» 
blables [5. 5] ; donc AFB= ABC, et ABF=ACB [5. 5]: 
mais AB=BC [const] , et l'angle ACB= BAF [i. 4]; 
donc l'angle ABF=BAF, et par conséquent BF= AF 
[ i. i3. coroL] : mais FE=sFC [const.] ; donc BE= 
AC. Ainsi les triangles ABE, ABC, ont le côté BE=a 
AC, AB commun, et l'angle ABE = BAC [dém.]: 
donc AE=BC, et Tangle BAE=ABC [ i. 5 J. Dans le 
parallélogramme DGFE, on a EF=FC [const.], et 
CD=DE [ i. iô]' f et puisque CF=AB [const. ] , cha- 
cun des cAtés CD, DE, doit être égal à AB : mais BC=* 
AB [dém. }; donc ABCDE est un pantagone équiiatérat 
On ra voir maintenant qu'il est équiangle; car BE étant 
parallèle à CD [const.}, on aura l'angle DCF=CFR 
1 1. 9 ] : mais CF=CB [const. ], et l'angle CBF=CFB 
[i.ï]; donc rangleDCF^<aF:maisBCF==;ABflP 
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[dém.]; donc BCD= ABC. On trouvera de même AËD=j 
BAE: mais l'angle BAE=ABC [dém.] ; donc les angles 
ABC, BCD, BAE, AED, seront égaux: et puisque dans 
le parallélogramme GDEF [const.], l'angle CDE= 
€FE [dém.]=AFB [1. 7 ]=ABC [dém.]=BCD=s 
BAE=AED=CDE [dém.]; donc le pentagone est 
équiangle. 

CoroL 1, L'angle ABC vaut la cinquième partie de 
six angles droits [7. ô.'Corol.], c'est-à-dire , trois cin< 
qnièmes de deux droits; donc les deux angles BAC, 
BCA, feront ensemble deux cinquièmes de deux droits 
[ 1 . 1 a] : mais ils sont égaux [ dém.] ; donc chacun d'eux 
vaudra le cinquième de deux droits, et par conséquent 
l'angle CBFsera les deux cinquièmes de deux droits, 
c'est-à-dire, le cinquième de quatre droits. On saura 
donc construire deux angles dont l'un soit égal à la 
dixième, et l'autre à la cinquième partie de quatre 
droits. 

a. Il sera donc facile d'inscrire un pentagone équila- 
téral dans un cercle donné. 

XI. Circonscrire un pentagone équilatéral à un cercle 
donné. 
Soit ABC le cercle. 

Investigation. Soit DEFGH un pentagone équilaté* 
ïal, dont les côtés touchent le cercle ABC aux points 
A, I, B, L, C. On aura DA=DC [7. 3. corol.], DE 
e=DH [sup.],et AE=CH; EI=EA, HL=HCetEI 
s=HL 5 EF=HG et IF=LG; FB=FI, GB==GL et 
BF=BG. On trouvera de même que les points I, A, 
C, L, partagent en deux parties égales les côtés FE, 
m>, DE, HG. Trouvez le centre M, et tirez MI, MF, 
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MB, MG, ML, MC, MA. Dans les triangles BFM, 
MFI, on aura FB=EI [dém.], IM=BM[ i. déf.6], 
FM commun, el par conséquent l'angle BMF = FMI 
[5. 4] j donc BMI sera le double de F angle BMF. On 
trouvera de même BML double de BMG : mais les trian- 
gles BFM, BMG, ont BF=BG [dém.], BM commun, 
et l'angle MBF=MBG, parce que cbacun de ces an- 
gles est droit [sup. et a. 6. corol. ] ; donc l'angle BMF 
=BMG [4. 3. corol.], et par conséquent l'angle BML=s 
BML On trouvera de même BML=LMC, LMC= 
CMA, CM^= AMI; d'où il snit que cbacun de ces 
angles vaudra la cinquième partie de quatre angles 
droits. 

Composition. Trouvez le centre M du cercle ABC , et 
construisant l'angle AMI égal à la cinquième partie de 
quatre droits [ 7. 10. corol.] , faites IMB^=AMI=BML 
=LMC : l'angle BML sera aussi la cinquième partie de 
quatre droits. Menez des tangentes aux. points A, I, B,, 
L, C, da cercle ABC [7. 3],: ces tangentes doivent se 
rencontrer [6. 10. corol.], et former le pentagone équiU 
latéral AIBLG. 

Car tirant MF , MG , on démontrera , comme ci -des* 
sus, que l'angle BMI est le double de BMF, et BML 
le double de BMG: mais l'angle BML = BMI [const.]; 
donc BMF=BMG. Or, l'angle MBF=MBG, parce 
qu'ils sont droits [ const. et 2. 6. corol. ] , et les deux, 
triangles BFM , BFG, ont le c6té commun BM; donc 
BF:BM::BG:BM [5. 3], et par conséquent BF=BG. 
On trouvera de même IR=IF: mais BF=IF [const. 
et 7. 3. corol. ] ; donc EF=FG, et ainsi de suite. 

Autre composition. Ayant trouvé le centre M du, 
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Cercle AfeC faîtes l'angle BMF e'gal à la dixième partie 
de quatre droits; par le point B menez BF perpendi- 
culaire à MB, qui rencontrera MF en M. Du centre 
M avec le rayon MF décrivez un autre cercle : la 
droite BF sera la moitié du côté d'un pentagone équi- 
latéral inscrit à ce cercle , et dont les côtés seront autant 
de tangentes du cercle ABC. 

CoroL Dans tout rectiligne équi latéral circonscrit k 
un cercle, et dont le nombre de côtés est impair, cha- 
que côté est divisé également au point de contact. 

XII. Tout rectiligne équilatéral, inscrit ou circons- 
crit à un cercle , est équiangle. 

La démonstration en est facile. 

XIII. Un angle plus petit que deux droits étant 
donné , tirer par son sommet une ligne droite de telle 
manière que , de quelque point que l'on en mène deux 
autres en ligne droite jusqu'aux côtés de l'angle pro- 
posé, ces deux autres soient toujours proportionnelles 
aux segments qu'elles coupent sur les côtés de l'angle 
proposé. 

Soit ABC cet angle. 

Investigation, Désignons par BD la droite requise, et 

soit tirée la droite AC ou AD ; qui rencontre BA, BC, 

un • * a r r\ r\ triangle ABD AD 

BD, aux points A, C, D. On aura — -: — °_ ^^ =7?=r 

9 r ' } triangle BCD CD 

[5. 3.corol.] = ig[ snp. ] =f£xgg [ 4- 6]j d'où il 

suit que les deux angles ABD, CBD, sont égaux, ou 
qu'ils valent ensemble deux angles droits [ 5. 4 ]• 

Composition. Partagez l'angle ABC en deux parties 
égales par la droite BD; ou bien prolongez l'un des 
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calés AB, et partagez en deux parties égales par la 

droite BD l'angle EBC, compris entre le côté BC et lé 

prolongement de l'autre: je dis que BD sera la droite 

demandée. 

Car menant DA 2 DC, en ligne droite, et obserrant 

que dans le second cas les deux angles ABD et DBG 

font ensemble denx angles droits, parce que EBD= 

*__„ triangle ABD AB w BD _ _ - AB 

DBC,onanra triaD ^ eCBD =^ Xl5 [5, ,] = „* 

p , ^ - é triangle ABD AD _ 9 , _ , 

[4 ' 63:maW ïïûïiïeTBD=œ d0BC 

•gg= çg; et par conséquent AD î CD:: AB îBC 
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LIVRE VIII. 



AVERTISSEMENT î. 

jLiES géomètres modernes, pour abroger certaines 
opérations de calcul , et en faciliter quelques expres- 
sions , substituent ce qui suit à la place des avertisse- 
ments I et II , et de la définition III du lit. III. 

SUPPOSITION L 

Le nom d'une grandeur sans aucun signe , ou précédé 
-du signe + , marque qu'elle doit être réunie à quelque 
autre grandeur du même genre. 

DÉFINITION I. 

Toute grandeur dont le nom est précédé du signe +, 
ou dont le nom n'est précédé d'aucun signe, s'appelle 
mddèctive, ou bien positive ou affirmative* 

SUPPOSITION II. 

On sous-entend, au contraire, qu'une grandeur doit 
être retranchée d'une autre du même genre ; lorsque son 
mm est précédé du signe — -. 
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DÉFINITION IL 

Tonte grandeur dont le nom est précédé du signe — 9 
s'appelle soustructive , défective ou négative. 

DÉFINITION III. 

Deux grandeurs sont contraires, lorsqu'une d'entre 
elles est positive, et l'autre négative. 

SUPPOSITION III. 

La somme de deux grandeurs inégales et contraires 
est égale à la partie qui en seroit la différence , si 
elles n'étoient point contraires ; et cette partie est tou- 
jours contraire à la plus petite des deux grandeurs. 
On désigne la somme de deux grandeurs égales et 
contraires, par le mot zéro, ou par le chiffre o, que 
l'on traite souvent comme si c'étoit le nom de quelque 
chose.' 

SUPPOSITION IV. 

L'excès d'une grandeur sur une autre du même 
genre est égal à la partie ; qui étant réunie à celle-ci , 
reproduiroit l'autre. 

Corol. Soustraire une grandeur négative, c'est l'ajou- 
ter après l'avoir rendue positive. Par exemple, A— . 
( — B) revient à A+Bj car A+B + ( — B), repro- 
duit A. 

SUPPOSITION V. 

Les grandeurs proportionnelles, selon la défini- 
tion III du liv. III, seront toujours proportionnelles, 
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(excepté dans le seul cas ou un antécédent et son consé- 
quent ; étant contraires entre eux, les autres ne le se* 
roi en t pas. 

CoroL i. Le produit de deux facteurs contraires est 
négatif, et celui de deux facteurs non contraires est po- 
sitif. 

2. Le quotient est négatif ou positif, selon que le 
dividende et le diviseur sont contraires ou non con- 
traires. 

3. La racine carrée d'un nombre négatif est impossible. 

AVERTISSEMENT II. 

Quand on désigne par le signe =, ou par des mots, 
que deux grandeurs sont égales, sans déclarer qu'elles 
sont contraires , on sous-entend toujours qu'elles ne lé 
sont pas. 

Règle pratique de la multiplication , lorsque les fac- 
teurs sont des sommes indiquées. 

Pour trouver, par exemple, le produit de aa + %ac 
— bc par a — b, on multipliera chaque terme du mul- 
tiplicateur par chacun des termes du multiplicande, 
en écrivant les produits respectifs, d'après le tableau 
suivant: 

aa+zac — bc 
a—b 



aaa + iaac — abc 

— aab — aalc + bbù 

aaa -f- aa(zc — b) — 3abc -\- bbc. 

On dira, par exemple, aa par a donne aaa, que! 

8 
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Ton écrit de suite ; + lac par a donne + fxaac , que Ton 
écrira de même; — bc par a donne — abc, [8. sup. 
5 cor.] que Ton écrira encore, et ainsi de suite j aa 
par — b donne — aab; + lac par — b donne — *abc} 
— bc par — b donne + bbc; et en réunissant les diffé- 
rents produits , on aura pour le produit total aaa -f- aa 
(ac — b) — $abc+bbc=(a — b) (aa+2ac—bc). 







Autre exemple. 


jrjr + *ay 


— \aa 




xr- 


-**yr 


+ aa 





wxr + *qmr—i aa m 

+ uayjr + ^aaajr — ~ aaaa 
jrjjjr+ o — \aajrjr + *>aaajr—- {aaaa 

Règle pratique de la division, lorsqu'un même nombre 
se trouve répété comme facteur dans quelques ter- 
mes du dividende et du diviseur. 

On ordonnera d'abord le dividende et le diviseur, en 
prenant pour premiers termes ceux où un même nom- 
bre se trouvera répété le plus de fois comme facteur; 
pour les seconds on écrira ceux où le même facteur se 
trouve répété autant de fois que dans les premiers ter- 
mes , moins une fois. Si ces seconds termes manquent, 
on mettra o à leur place. Les troisièmes seront ceux où 
le même facteur entre autant de fois que dans les pre- 
miers, moins deux fois: à leur défaut on écrira -f o 
pour troisièmes termes, ainsi de suite. Cela posé, on 
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procédera à la division ; en se réglant sur le tableau ci- 
joint 7 et en se conformant à la méthode suivie dans la 
proposition XVI du liv. IV. 

Soit 5aaay -\-yyyy — \aayy — \aaaa le dividende, et 
aa+yy — 2ay\e diviseur. Ordonnant par rapporta^, 
comme on le voit ici : 

yy + 2ay —\aa 

yy—iay + aa 

jryyy+ o — "-aayy + Saaay— \aaaa 
o -\-iayyy — jaayy + aaay o 

o —Laayy e 
o 

On dira : *2LZZ_ donne yy: je pose donc +yy à la place 

destinée au quotient: yyXyy donne yyyy; ce produit 
retranché de yyyy ne donne rien : je pose donc o au- 
dessous de yyyy : yyY> — %ay donne — ^ayyy ; ce prc*- 
duit retranché de o ; reste -h^ayyy, que j'écris au- 
dessous de o : yyX. a & donne aayy ? et ce produit re- 
tranché de — 7 aayy } reste — \ aayy que je pose : 

H — *■*■*- donne 2*ypour second terme du quotient : 2ay 

Xyy donne layyy j ce produit retranché de iayyy 7 reste 
rien: je pose donc o au-dessous de zayyy: -f-aaj-X 

— 2ay donne — iaayy, ce produit retranché de — 
\aayy } reste — h aa J'X7 c L ue j e P ose au-dessous de 

— 7 aa yy : + %ay X #« donne + laaay, ce produit re- 
tranché de Zaaay, reste aaay, que je pose au-dessous de 

5aaay: — - — -±- donne — jaa pour troisième terme 
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da quotient: — ^aay^yyAovme — \€tayy 9 ce produit 
retranché de — {<*<*jy> reste o: — t««X — 2<y donne 
+ aaay ; j'écris donc o au-dessous du terme aaajr du 
dividende: — jaaXaa donne — ~aaaa- } je pose o au- 
dessous de — \aaaa. On aura donc 
YTVf — \aaYY-\- 5aaay — -f oaaa t _ 

*iibLL — i — i^LJ. il : =rr + w*r — i aa. 

yy — -iay + aa 
Voici la même division ; en ordonnant par rapport à a: 

— \aa + iay+yy 

aa — lay -hyy 

— - aaaa + 5aaay — £ aayy + o +JXKX 

o -\~2aaay — saayy — 2<*jy o 

o + o.ajry o 

o 

AXIOME. 

On sait par expérience que ces pratiques sont aussi 
sûres que les principes dont elles dérivent. 
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DEFINITION I. 

X ou te série dont on peut augmenter te nombre ô*fc 
termes autant qu'on veut, soit parce que la, loi de con* 
tinuation en est donnée d'avance» soit parce que- les 
premiers termes composent toujours de- la même ma- 
nière ceux qu'ils précèdent, s'appelle^ série conver- 
gente, pourvu qu'en se bornant à un nombre don-né de 
premiers termes y on puisse négliger les autres sans 
erreur considérable. En pareils cas , après avoir écrit 
assez de termes pour en indiquer la loi de continuation, 
on désigne la somme de ceux qu'on néglige, par un etc. 
mis à la suite des premiers termes. 

PROPOSITION I. 

Toute série en proportion continue, /dont le premier 
terme surpasse le second, est convergente. 

A, B, étant deux grandeurs homogènes, on pourra 
désigner toute série en proportion continue, par F exprès- 

sionA4-B+BX~+Bx|x~+BXjx|-x| 

■+■ etc. Cela posé, je dis que cette série est convergente , 
si l'on suppose A>B. 
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B 
A 



Soit, en effet, A>B ; et T =c: onaura A+B+BX 



B 

~-4.etc.=A(i+c+cc+ccc-f-etc.), et chaque terme 

de la série i + c + ce + ecc + etc. , sera le réciproque de 
celui qui lui correspond dans la série H 1 + 

C» C/O ecc 

+ etc. Or, dans l'une comme dans l'autre, chaque terme 

est égal au premier, plus le second moins le premier, 

plus le troisième moins le second, plus le quatrième 

moins le troisième, et ainsi de suite jusqu'au terme qui 

le précède; et dans la seconde série, les différences 

i i i i i a . 
i , , , etc., vont toujours en aug- 

c 'ce c 1 ecc ce 7 7 ' ° 

mentant ; donc la somme de ces différences peut devenir 
plus grande qu'aucun nombre donné [3. as.]. Soit O 
une grandeur moindre que A, et que l'on puisse négli- 
ger sans erreur considérable. Il sera donc permis de 

supposer dans la série i -f- h h etc. , un terme 

A O 

d > ^ 7^9 c'est-à-dire, dO — cdO > A : d'oii -r- > 

— s : mais la valeur de -; ne sauroit être plus 

a — cd d — cd r 

I c ce 

petite que — -f- _- + _ -f- etc. , ce que l'on pourra vé- 

I X c ce 

jrifier en multipliant -= - et T + T + -r + etc. 

a — ca a a a 

O i c ce 
par d — cd-, donc T">;r+;r + -x- + etc * ; el par consé- 
quent O > A ( j- + -j + etc. J. Il est donc clair que cette 
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dernière série peut être négligée sans erreur considéra- 
ble : mais elle n'est que la continuation de la série A( i 

A 
+c+cc+etc.), depuis le terme -3- [const. ] -, donc A+ 

B + BX t" + etc - [=A(i + c + cc+ etc.)L doit étr* 

une série convergente. 

CoroL 1 . Quel que soit le nombre a } ta sérîe. i + a -f^ 
aa , aaa aaaa aaaaa 

T + ^X3 + ÎX5X* + a X5X4X5 + etC ^ SeMto ^ 
jours convergente. 

Soient c un terme quelconque de cette série, et £ l'e> 
nombre de ceux qui le précèdent^ b étant un nombre* 
entier plas grand que a. La continuation de la série pror 

!*>sée,depais le termes, sérac* ^ + -^-J^— ^ 

+ (b + r){7+l)(t'+5) + etC ' * m8is *»*» teMWP de 
celle-ci n'est pas plus grand que le terme qui lui corres^ 

pond dans la série c + y—- + 77- — , . 4» 
r £ + * (£+i)(£+0 

aaac . « • 

■-5 T7T-; — tt»-: — r + etc. , et celle-ci est convergente- 

^j£ ri rit* 

[9. i]j doncc+ t-tt + 



aaac 
(H . l)(6+3)(6+5 ) + etc - > et P'^equent ' + « + 

T + 5x3 + 5x3x4 + elc - ' sonl conTer 8 enles - 

2. La série a + \aaa + £ aaaaa + etc. > est conver- 
gente toutes les fois que a < 1 , 
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DÉFINITION II. 

a, b y étant deux nombres quelconques; et c le nom- 

ce ecc cccc 

breqttirend i+c+ - + — + -^j + etc.=a, 

_ . i . • » bbec bbbece 
on désignera la série i + oç -f- 1 + 

bbbhcccc . , -i il » il 

— - — — + etc. par a b , et le nombre ar s appelle rapuis- 

2X>X4 r 

sance d'à indiquée par l'exposant &, ou bien racine d'à 
indiquée par l'exposant -r-. Dans ce second cas ? on écrit 

quelquefois y/ a à la place d'à 6 , et y/ a s'appelle ra- 
cine d'à, première ou seconde, etc. , selon que le nom- 
bre b est i ou 2 ou etc. : on dit de même qu'a 6 est la 
première puissance d'à, ou la seconde, etc. , selon que 

b est égal à i ou 2 ou etc. Au lieu d'à 1 , et y/ a, on 
écrit toujours a et y/ a, 

PROPOSITIONS. 



( 



II. Soit a un nombre quelconque positif, et 5 = a 

a + i Sa+ifl + in+i" 1 " 5a+i 

fl — i w i — i a — i a — i \ . 

— -. — X — : — X — : — X — ; — + etc. ) : je dis que 

0+1, a+i a+i a+i J l ^ 

. . bb t bbb bbbb 

fl;=I + * + T + irx5 + ïïx5x4 +etc ' 

Car mettant c à la place de — - — , on aura b = a c + 
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•|ccc + f ccccc + etc., et ac + c=a — x ; d'où Ton tire 

i + c . i +c 
c+i=a — ac=a(i — c)et a= : mais • =s 

j -f- 2C + 2cc + accc 4- 2cccc + etc. , ce que Ton prouve 
en multipliant le diviseur i — c par le quotient i + 
2C + 2cc + iccc + etc. $ donc a = i 4- 2C 4- 2cc 4- 2ccc 
4- etc. : mais en substituant 2C 4- f ecc 4- £ scccc 4- etc. , 

à la place de b dans la série i + i+ — + ■ ■ . 4- 

* 2 2X3 

—-j 4- etc. , on trouve la même expression i +2C+ 

2cc4-2ccc+etc. y donc b est le nombre qui rend a= i + 
, ££ £/>£ , ££££ 

i + T + ô<5 + 2-X3X4 +etC - 

III. Soient a 7 b } deux nombres quelconques positifs, 

a+i 3 a + i a+i a 4- 1 5 a+i 
fl — 1 v — 1 v ^ a — i w « — 1 . , b — 1 

''-'x^xfe+^x^x^x 



3 b + * b + i b + i^ 5 £4-10 + 1 * 4- 1 ' 



1 b — 1 



-, X 7—: — + etc. : ie dis que a c = b, c'est-à-dire, 

£4-104-1 ' ^ 7 ' 

que £ est une puissance d'à, indiquée par l'exposant — . 

_ Ace , 8ccc . jôcccc 

J==I + 2d+ _ + __ + ___ + etc. [ 9 . a] , 

j , Ace— oece 

, - zcd ce ecc 

donnent*" = i + — + — j— + -^j- + 
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dddd 



IÔCCCC 



2X3X4 



CCCC + etc. [9. déf. a] = 1 + 2d + ^ + 



8ddd , i6dddd . 

ÏX3 + ÏX3>â +elC= *- 

IV. Toutes les fois qu'un produit et ses facteurs sont 
des puissances d'un même nombre, l'exposant du pro- 
duit est égal à la somme des exposants de ses facteurs. 

Soit a un nombre positif, b } c, deux nombres quel- 

, fa — 1 1 a — 1 v a — 1 ^ a — 1 
conques, et d= a ( — h t — r— X X — : — 

\ , dd ddd , dddd , 

+ etc.J:onaura*=,+</ +T + ^ .+___ + 

etc. [9. 2], et par conséquent a*û c =( 1 4- bd -\-\bbdi 
+ * bbb ddd + ^ &&M dddd+ t To ***** AWarf + etc. ; 
( x + crf + ^ ce Af + icee *ta#-f. —cccc dddd -f- ^ccccc 
ddddd + etc. ): mais cette expression, en exécutant la 
multiplication , revient à celle-ci : 
i+bd+ibbdd+ibbbddd+^bbbbdddd+j^bbbbbddddd+elc* 
+ cd+ bcdd+±bbcddd+ | bbbcdddd+ £ bbbbcddddd+etc. 
+\ccdd+\bccddd+\ bbccdddd+ ^ bbbccddddd+etc* 
+±cccddd+ | bcccdddd+ ^ bbcccddddd+etc. 
+-~ccccdddd+ -^ bccccddddd +ete. 
+tt5 cccccddddd+etc* 
+etc. 

et l'expression 1 + (5 + c) rf+f (5 + c) ($ + c)<M + 
|(i+c)(*+-c)(* + c)A« + i(i + c)(i+c)(4+c) 
(ô + c)^^ + T ^(^+c)(^-fc)(^ + c)(^4-c)(^+c) 
ddddd+etc. = a b + e [9. déf. a], donne le même résul- 
tat, en exécutant les multiplications indiquées 5 donc 
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Cor oh i. a* h =za h a b }a 3b —a b a b a h ; ainsi de suite. 

b b b 

2. a* c?=a b ' f donc a* est la racine carrée de a b : 

b b b b 

a 3 c? a*=a*5 donc a 3 est la racine cubique de a b - } ainsi 
de suite. 

a b 

• 3. a*~ c = — : car fl*- c a c =a*+ c - c [9. 4] z=a b = 

* c 
a c 






SchoL Dans des expressions telles que a* on ne re- 
garde souvent le nombre b que comme un indice de mul- 
tiplications ; divisions et extractions de racines } qu'il 
faut faire selon les corollaires précédents y pour obtenir 
le nombre a b ; et alors on est dans l'usage de supposer 
aussi a négatif. 

Y. a y b } c, étant des nombres quelconques , je dis 

que (a b ) c =a bc . 

d* 
Que l'on trouve un nombre d qui rende 1 +d H f- 

~(P + ~<£4+etc.=a [9. 2], et on aura a h =zi + bd + 
\bbdd-\-\bbbddd+ etc. ; d où il s'ensuit que l'expres- 
sion (a b ) c est égale à la série 1 + cbd + \c*{bd)*+ \'à 
(bd)* + etc.= 1 -f bcd+\bcbcdd+ 1 bcbcbcddd +etc, 
c'est-à-dire =a bc [g. déf. a], 
£oro/. 1. (a b ) e =(a*) b . 

t[b l -I e c 

a. a« L=« c =(a«') c J = v /(a 6 ) = ( v /«) 4 . .. 
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YI. Soient a } b } c, trois nombres quelconques : je dis 

qu'a e b c =(aby. 

Car désignant par d le nombre qui rend a d =.b 
[9.3], on aura a c b c =a e {a d ) c =a c a ed =a c + cd [g. fà 

t= a c ( l + d )=(a*+ d ) c =(aa d ) c =(ab)\ 

VIL Désignant par A le terme précédent, on anra 

4- etc. , pourvu que l'on ait Q< 1 ; lorsque n ne sera pas 
un nombre entier et positif. 

et par conséquent 1 +Q= i + m + jin , + ji» 3 + ^ iw4 
+ etc. [9. a] : on aura ( 1 + Q) B = 1 + mn + | (mn)* + 

£ (mn) 1 + -± (mn)* + etc. [9. iét 2 J : mais donne 

tQ-ïQ' + IQ 3 — it^ + ^Q 3 — etc., et par consé- 
quent m=Q— iQ*+ ±Q 3 — £Q* + ^Q 5 — etc. 
+ ^Q î -iQ 4 +îQ !i -etc. 
+ £Q 5 — etc., 
c'est-à-dire, m=Q— |Q* + fQ s — ^Q* + * S Q $ — etc.? 
donc cette valeur de m sera convergente toutes les fois 
que Q< 1 [9. 1}. Substituant donc cette valeur de m 
dans l'expression ( i+Q)"=?=i-|- mn+ im' n % + ^m 3 n* 
+ jîf to* n* + îî,,/» 3 n s + etc. , on trouvera ( 1 + Q)"=» 
i+nQ—inQ' + i/jQ*— in Q4+ i„ Q*_ e tc. 
+ ï »*Q* —j »*Q 3 + Ë «•Q» — A «*Q 5 + etc. 
+ ï « 3 Q 3 — ? " 3 Q 4 + -h " 3 Q S — e»c 
+ rï« 4 Q 4 — irn*Q s + etc. 
+ T^« 5 Q 5 -etc. 
!C =i+nQ + (io».--in)Q 1 + (?'* 3 — ï»'+i»)Q 3 +. 



Digitized by VjOOQ IC 



uvre ix. ia5 

—A »*+!») Q 5 +etc.=.i +nQ+n ^^ Q'+n 



2 2 

— - - — X — 7 — X ■ Q 5 +etc. , ce que 1 on prouve en 

effectuant les multiplications indiquées; donc ( i +Q)* 

=ï +»Q+ ~ AQ+ 2y2 AQ+ 2=5 AQ+ ^ 

AQ + etc. ; lorsque Q < i . 

Substituant 2 , 3 , 4; etc. ; au lieu de n dans la formulé 

( i -fQ) n = i +nQH AQ + etc. , on trouvera suc- 
cessivement (i+Q) a = i + 2 Q+Q*; (i +Q) 3 = i +3Q+ 
3Q a +Q 3 ; (x+Q)4 =I+ 4Q + 6Q a +4Q 3 +Q 4 ; (i+Q) 5 
= i+5Q+ioQ*+ioQ î 4-5Q^+Q 5 i (i+Q) 6 =i + 6Q 
+ i5Q*+ 20Q 3 + i5Q4+6Q 5 +Q 6 ; (i +Q)7=, + 7 Q 
+2iQ*4-55Q 3 +35Q*+2iQ 5 + 7 Q6+Q7; etc.: mais on 
obtient les mêmes résultats en multipliant i + Q par 
} +Q; ( ' +Q) a par i +Qi (i +Q) 3 par i +Q, ainsi de 
suite; donc la formule a également lieu quel que soit Q, 
pourvu que n soit un nombre entier et positif. 

CoroL Soient a y b } n, des nombre quelconques: on 

(« +S ).=[ .(, + i)-]=*.(, + 4 + ^ A i 

+ ~ A r-etc. )r=a n + 7ia w - , ô+n^Hi a B - a £* 

5a/ 2 

+ » X — ? — a n — 3 £ 3 -fetc; mais à condition qu'a 

soit > b f lorsque n ne sera pas un nombre entier et po- 
sitif. 



aura 
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VIII. a étant un nombre positif^ je dis que a ( ■ ~ - 

4- etc. 
Posant c = et */= , il s'agit de démontrer que 

ïc+ îc 3 +f c 5 +etc. =d+ïd*+iiP+i&+etc. Les sup- 

« — i f a — i , i +c 

positions c= — — - ■ eta= donnent a — 



«4- 1 « i — c 

2C 



=, et par conséquent d— =ac — ac a + ac* — 

i — d 7 r ^ 1 4- c 

2c*+ 2c 5 — etc. ; ce que Ton peut vérifier en multipliant 
le quotient 2C— 2C a +ac 3 — etc. par le diviseur i 4-c. 
Substituant donc ce quotient au lieu de d dans l'ex- 
pression d+±d*+ }d*+ ^</ 4 4- -J<* 5 +etc. ,on trouve2c+ 
\à +jc 5 + etc. 5 donc ac+etc.=rf + ?d*+ \d l + ^<# 

+ \<P + etc. , c est-i-d.re, 2 (^ — + _ {—^ j + 
a/a— A 5 , . \ «— i , î /«-A'. i/fl-A' 

5 (j+TJ +etc -)=— + 7\— J + H-T-j 

, i-/a_i\4 i /a— A 5 

IX. Désignant par À le terme précédent; on aura 

(i+y) _i+ i + Q + 2(i+Q) + 3(I+Q) + 

■ . n 4- etc. , pourvu que Ton ait Q< — , lorsque Q 

est négatif; ou lorsque n n'est pas un nombre entier et 
négatif. 



Digitized by VjOOQ IC 



LIVRE ESC. 127 

Faîsant m =-^ + i-(-^)V|(-^) 3 + etc., 

on aura i +Q= i +rn+im*+±m*+j^m*+ 1 r Z m 5 +elc. 
[9. 7. 2]. Donc (1 +Q) n = 1 + mn + i m*n* + >V+ 

7j y»M+ 1 ~Fn 5 /i 5 + etc. Mettent c an lieu de- ~ , il 

vient m = c+ £ c 3 + ^ c» + £ c4+ etc. ; substituant cette 

valeur de m dans F équation précédente, on a 

(i + Q) n =i+nc+±nc*+±nc*+± nc4+ f 7ic 5 +etc. 

+7» a c*+î«*c 3 +|i/i a c4+ £ 7i a c 5 +etc. 

+|* 3 c 3 +it" î c 3 + ii 7i 3 c 5 +etc. 

+r^ 4 c*+~7i4c 5 +ete. 

+îîô» 5 c 5 +etc. 

c'est-à-dire, ( 1 + Q) n =i + ne + (-^i 9 + i«)c a + (i/i* 

+ f;i a +|/i)c 3 +(^/i4+A n 3 + ii /l » + ^) c 4 +T i_ ( „5 + 

Ân 4 + - n 3 +Â ^ + ^ n)c 5 +elc . = I+wc+ ^±02 c , 

Tt+I 1+3-,. 71+ I v „ 1+2, 1 + 3 , . 
2 2 D 4 

_ a. J*L 4- C n +') A Q 4. ("+a)AQ . (i+5)AQ 
"" I+ i+Q + a(i+Q) "*" 3(i+Q) ■*" 4(1 +Q) 

+etc. , pourvu que l'on ait Q< — , lorsque Q sera 

négatif; autrement les séries, soit du théorème , soit de 
la démonstration, ne seroient point convergentes. 

On prouvera } à peu près comme dans la proposition 
VU, que la formule dont il s'agit ici peut avoir lieu, 
quelle que soit la valeur de Q, pourvu que 1 soit un 
nombre entier et négatif. 
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DÉFINITIONS. 

IIL Considérant tous les nombres comme des puissan- 
ces d'un même nombre , on appelle celui-ci base de 
logarithmes } et l'exposant de chaque puissance en est 
le logarithme. 

CoroL Le logarithme de la base sera toujours = i 
[9. déf. 2]. 

IV. Lorsqu'on suppose la base =1 + 1 + 1 -. 

+ ÎX5X4 + 2 X5x4X5 + etC - Iesl °6 arithmeSS,a P- 
pellent hyperboliques ou naturels. 

AVERTISSEMENT. 

la vent dire logarithme de a. 

PROPOSITION X. 

la n = nia. 

Car supposant b la base, on a a= b îa [9. déf. 3], et 
a n _ inia [g. 5 ] • donc la n = nia [9. def. 3 ]. 
Coro/. i. Zi [=7o° [9. 4- coroL]=o/a]*=o. 

2. l{ac)[ = l(b l "b l «) = lb l *+ l ° — (l a+ lc)lb = (la+ 
fc)Xi [9. déf. 3. corol.]] =la+lc. 

3. Z^- [ = /(ac- 1 )[9-4.corol]]=;/a — le. 
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DÉFINITIONS. 

I. Août nombre entier qui n'est multiple d'aucun 
multiple de l'unité, s'appelle nombre premier. 

II. Les racines d'un trinôme x*+ax+b, sont les 
nombres a, 6 , qui rendent (x — a)(x — €)=;r a -fa:r+&; 
les racines du quatrinome x*+ax*+bx+c, sont les 
nombres a, 6, f, qui rendent ( x — a) (x — 6) (x — f) 
t=x*+ax*+bx-\-c; les racines du polynôme x*+ax* 
+ bx*+cx+d, sont les nombres a, 6, 7 ,S, qui rendent 
(x— a)(x— 6)(*— r)(x— $)=:**+ ûx 3 -f£x a + ex 
+d; ainsi de suite. Les lettres a } b,c, d, etc. , désignent 
ici des nombres quelconques positifs ou négatifs, ou des 
zéros; et on appelle nombre principal celui dont on 
retranche les racines, pour former les facteurs des po- 
lynômes. 

PROPOSITIONS. 

I. Cbaqne racine substituée à la place du nombre prin- 
cipal, réduit nécessairement à zéro le polynôme respec- 
tif; et tout nombre qui, étant substitué à la place du 
nombre principal, réduit à zéro un polynôme proposé, 
en est nécessairement une racine. 

II. Lorsque le nombre principal et ses coefficients 
sont des'nombres entiers ou des zéros, et que le dernier 
terme et l'une des racines sont aussi des nombres en- 

9 
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tiers, je «fis que si l'excès du nombre principal su* 
'cette racine n'est pas égal au polynôme proposé, il en; 
sera toujours un sous-multiple. 

Soient x^+axï+bx^+cx+d le polynôme, a la ra- 
cine, et (x*+px*+qx+r) (x — a)=x*+ax*+bx*+ 
çx+d y c'est-à-dire, x*+ (p — a) x 3 -!- (q — àp) x*-|- 
(r — aq)x — ar=zx*+ax*+bx*+cx+d. On aura /7 — a 
=a, q — ap = b, et r — «7 = 0: mais a,b , c, -*> sont 
des nombres entiers ou des zéros [sup. ]; donc p, q ,r, 
et par conséquent x B +px*+qx+r J seront des nombreé 
entiers, tant que x sera o ou nombre entier ; d'où il suit 
que x*+ax*+bx*+cx+d doit étre=x — a, ou mul- 
tiple de x — a; et ainsi des autres cas semblables. 

III. Un nombre entier étant proposé, trouver tous les 
diviseurs entiers dont il est susceptible. 

Soit 120 le nombre proposé. Ce nombre divisé par 2 

donne 60 ; écrivez 2 : 60 divisé par 2 donne 5o ; écrivez 2 : 

. i5 

3o divisé par 2 donne i5; écrivez 2 : et puisque -r- n'est 

qu'un nombre fractionnaire, essayez 3, «' est-à-dire, le 

plus petit nombre premier au-dessus de 2 : i5 divisé par 

3 donne 5 ; écrivez 3 : et puisque le quotient 5 est aussi 

nombre premier, écrivez 5, et vous aurez 2X^X^X3 

X 5=120, dont les sous-multiples entiers sont 2;- 3; 5; 

2X25 2X3? 2X5; 5X5; 2X2X2; 2X2X3; aX2X5; 

2X3X5; 2X2X2X3; 2X2X2X5* et 2X2X3X5. 

2 1 L. 5 
Soit 2i45 le nombre proposé. — — —étant un tiombré 

-.. • ^2i45 ~ , . -.7i5 

fractionnaire, essayez 3; — — ==^i5; écrivez 3:-^=- 

,. . « 7i5 .-, . ~ 1 43 

Sa est pas entier; essayez 5: -^=- = i43-; écrivez 5: -^ 
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ii*est pas entier; essayez 7 : -i- est encore une fraction; 

essayez 1 1 : — -= 1 3; écrivez 1 1 et 1 3> nombres premiers^ 
et tous aurez 5X 5X 1 1 X 1 3±=2 1 4$, dont les Sous-multi- 
pies entiers sont 3 5 5-, iij i3; 3x$j 3X 1 1) 3Xi3j 5X 
ii; 5Xi3; nXi3j 5X5Xn; 5X5Xi3; 5XnXi3; 

IV. Le dernier terme et les coefficients du nombre 
principal étant des nombres entiers , trouver les racinéâ 
entières d'un polynôme proposé; tel que ceux de la dé- 
finition II de ce liy. X. 

Écrivez sous une même colonne lès chiffres 1,0, — 1 ^ 
et à côté d'eux les trois valeurs du polynôme qui en ré- 
sulteront, en substituaut successivement 1, o, — 1, à là 
place du nombre principal : à côté de chacune de ces 
valeurs, écrivez sur la même ligne tous les sous-multi- 
ples entiers dont ils seront susceptibles. Si parmi ces 
sous-multiples il s* èh trouve trois, îe premier dans là 
ligne supérieure, le second dans, la moyenne, et lé 
troisième dans la dernière, différents entre eux d'une 
imité, de telle sorte que le premier soit plus grand où 
plus petit que le second , en même témpg que le second 
est plus grand ou plus petit que le troisième, toujours 
d'une unité, on pourra essayer si le second ne sèroit 
pas une racine dii polynôme, en le prenant positive- 
ment s'il est plus grand que le premier, et négative- 2, 
ment s'il est plus petit. 

Soit x* — 9**+ tàx* — 20X+ i5 le polynôme. Oxi 
aura, en pratiquant cette règle, 



*4- 



1 


io. 1. 2. 5. 


ô 


i5. 1. 3. 5. 


— i 


68. 1* a. 4. 17 
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Et puisque à côté de i , o , — i , on trouve les nom* 
très 2, 3, 4 > 4 U > TOnt en augmentant d'une unité, on 
pourra essayer si 3 ne seroit pas une racine. En effet; 
le 3 substitué à la place de x dans le polynôme x* — gx* 
+a3x*— 2ox+i5, ou dans l'équivalent (((x — 9)x-r-a3) 
x — ao) x+ 1 5), le réduit à rien ; donc 3 en est une racine. 

Soit pour second exemple x 3 +ax* — 53x+ i4 le po- 
lynôme. On aura, suivant la même règle, 
— 16. i. a. 4* 8» 
i4- i. a. 7» 
48. 1. 2. 3. 4. 6. 8. ia. 24. 

Et puisque vis-à-vis de 1 , o , — 1 , on trouve les deux 
suites 1, 2, 3, et 8, 7, 6, essayez si a et — 7 ne se* 
toi en t pas les racines demandées. Mettant a à la place 
dexdansx^+ax* — 53x+ i4=((x+2)x— 33)x+l4, 
il vient — 36 ; donc 2 ne sauroit être une racine [10.1]: 
mais substituant — 7 , on trouve o; donc — 7 est racine 
du polynôme proposé [10. 1]. 

Cette métbode dérive immédiatement des proposi* 
lions I et 11 de ce liv. X. 

V. x a + ax+£=(x+i a + y/ (i a* — b)) (x+ ±a— 

Scholiesi. Selon les suppositions du lir. VIII, toute 
racine carrée est une expression ambiguë; car y/g f 
par exemple, doit désigner 3, aussi bien que — 3: mais 
t>n est dans l'usage de ne prendre ces expressions que 
dans le sens positif» 

2. Lorsque deux expressions ne diffèrent entre 
«lies que par les signes -f- et — dont elles sont affec- 
tées, on les réduit ordinairement à une seule, moyen- 
nant le signe ±. Au lieu de dire, par exemple, que 
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les racines de x* + ax + b sont — \a + /(;û J -i)^ 
^et— jfl — \Z(? a IP — *)> on a * ra simplement qu'elle*, 
sont— fû + v/C^* — *)• 

È. Dès que l'on suppose j a*— ^£ nombre négatif, 
l'expression y/ (-a*— b) devient absurde [8. sup. 5. co- 
rol. ] ; cependant les géomètres modernes , lorsqu'ils 
rencontrent de semblables expressions, ne laissent pas 
que de continuelle calcul ; et l'expérience leur a prouvé 
que les calculs de cetteespèce n'en sont pas moins surs, 
pourvu que l'on observe certaines précautions. La pre- 
mière consiste à faire toujours (y' — m) (^/ — rc) =s 
-*-y/mn; d'autres, à assujettir l'interprétation de ces 
expressions métaphoriques des modernes calculs, aux 
conditions des problêmes et à la droite raison. 

4* C es expressions absurdes, et autres pareilles-, 
servent toujours à indiquer l'incompatibilité des con- 
ditions qui y donnent lieu. Quand on demande, par- 
exemple, les racines de^x* — 6x+.n f la réponse- 
5 + v^ — 2, d'après la proposition précédente, ne veut 
dire autre chose sinon que le trinôme ar* — 6x-f- n n'est 
point susceptible de racines; ce que l'on indique aussi 
en disant que les racines 5+v/— 2 en sont imaginaires,, 

AVERTISSEMENT. 

Dans une même expression, si + si gui fie -f , + si- 
gnifiera + j et si + signifie -— ^, + signifiera -r-. J'en, 
dis autant de + et + $ de +' et +' , et de +' et + \ 
Il est bon -d'observer que + et +' désignent le con- 
traire de + et de + ' : mais les significations de + et 
de + sont indépendantes de celles de +' et + '; je dis 
la même chose de ±' et +' à l'égard de ± et +• 
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PROPOSITIONS. 

VI. Les racines de x* + bx+c sont y/ ( f<î± 

• (*cN-£* 3 )) 3 : ^ , 

v/(-TC+v/(ic«+^i»)) 

pt -'+V-3 ^ ( _ lc±v/(ic , + ^ W)) _ 

. ' . ■ » , . » 3 : , et ces racir 

2 

nés, malgré l'ambiguïté des signes, ne sont que trois; 
car «g étant égal à 

v/(-TC±v/(^ a +I7* 3 )) 

— v<(— ic+v/ (ic'+Tî**)) [ce que Ton peut véri- 
fier en multipliant le quotient par Je diviseur] , on a 

^(-ic±/ac+^i'))-^ — —±t — . 

^ J_£3^ ^j n'admet qu'une seule valeur. 

CoroL On pourra donc désigner encore les racines 

de x*+bx+c par ^ (— 4^ + v" (t c, + T7* 3 )) + 

^(-îc-v/(^+i7* 3 )}, et=^ ± a ^=^^(-ic+ 

jj J 3 ))3>car i divisé par —* adonne "^ j, 

ce dont on peut se convaincre en multipliant le quo- 
tient par le diviseur. 
fiçholies i. Ces dernières expressions. font voir que 
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'M?+bx+c n*a qu'âne racine , tant qne c et y/ (~c*-f* 
~ b 3 ) ne sont pas imaginaires , et que le même trinôme 
en aura trois, dès que c réel rendra \/(^ c *+rf ^ 3 ) * m ** 
gioaire ; car réduisant en séries les radicaux cubiques 
[9. 6] , et effectuant les opérations indiquées , on obser- 
vera que l'opposition des signes anéantit tous les termes 
affectés d'expressions imaginaires. J 

a. Soit bz=o et c= — m\ Les racines de x 3 — m 3 se- 

iront m, et =^- m [10. 6]. Supposant donc x 

:=iw ; ou x = =^ m, on aura ar — m 3 =o ? et 

5p 3 =7?î 3 # De là rient qu'on est dans l'usage de dire que 
tout nombre a trois racines cubiques, L'une réelle et 
les autres imaginaires. 

VII. Trouver les racines de x*-+ax x +bx+c. 

A la place de x mettez z—r\a y et vous aurez z 3 + 
( b — T"| a*) z+ £j a 3 — :| ab+c Cherchez les racines de ce 
polynôme, en prenant z pour nombre principal, et rer 
tranchez \a de chacune de ses racines; les restes seront 
celles de x 3 +ax*+bx t +ç. 

VHI. Trouver les racines de xï+ax 3 +bx*+cx+cL 
1 Désignant par r le nombre qui satisfait à l'équation 
7* — \bv* + ^ac—d)r—\ ((a* — tb) d+c*)^o, 
je dis que les racines du polynôme proposé seront-?-;; a 
±4v/(2r+ia«— *)±V(a«+TV / (^+i«'^W 
•r-r + v /(r' — d)); car désignant cette expression par 
*, on aura z+\a^i y/ ( 2 r+±a*— b)—±' y/ ((*«+ 
\ y/ (ar+i«»_ *))»— *± V (r»— d)) ; z>+ (±a+ y/ ( ar 
+*a»— *)) z+.(i«+ V (ar+la— " *))» = (^; ± 
y/ (ar+ï«'— A ))'--r±v/ (#• — d) ; z*+ (j «+ y/ (a* 
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+ \a*— *))*= — r±y/(r*— d) ; z*+± az+r= ±z 
y/ (*r+±a> — b) +v/(r a — d)- 9 (z a +laz+r) a = *4+ 
nz*+ (±a a +ar) z*+arz + r*= (ar+± a 1 —*) z a +a* 
v/((ar+iû*— b) (r*—d)) + r* — d} * + az*+arz 
^ — bz*+2Zy/{(2r+±a*—b) (r*— d))—d:ma\s H 
— t *r a + (i «c— rf) r— i ((a*— 4*) <i+c») = o; donc 
8/* 3 — 4^r a +(2ac— 8rf) r— a» <£+4*rf_ c a =o; 8Z- 3 — , 
4*r a — 8rfr— a* <f+4W=— *acr+c a j 8/^+ (a a — 4*) 
r* — 8<Jr — a" </+4W=a* r a — aacr+c a =(ar— c)* : 
mais 8r 3 -f (a a _ 4$)r a — Sdr— a a <*+4W=4 (ar+£ 
a*_£) ( r »_rf). donc 4 (ar+ia a — b) (r a — <£) = 
(ar — c) a $ 2^+az 3 rfarz= — &2 a +(ar — c) z — rf; z*+ 
pz 3 = — £s a — cz — d'y z4+az 3 + £z a +cz+J=:Oj donc 
z est racine de a?*-f aa^+tar'-l-cjr+d [io. i]. 

IX. Si deux polynômes ne diffèrent qu'en ce que les 
coefficients de leurs termes pairs sont affectés de signes 
contraires entre eux, je dis que les racines de l'on se- 
ront égales et contraires à celles de l'autre. Qn entend 
par termes pairs } les seconds, les quatrièmes, sixièmes,. 
huitièmes, etc. 

Soient x*+qx 3 +bx**\-cx+d, ar4 — ax* + bx % — ->od 
•4-rf les polynômes. Désignant par a une racine quel- 
conque du premier, on aura a* +aa 3 +&4* +£&+</= q 
[io. i ]. Substituant — a à la place de x dans le second , 
on aura ofi+aof+bof+ca+di mais cette somme est 
=o [ dém. ] j dpnc — a racine du second [ io. i ]. 

Soit x 5 +axt+bx i +cx*+dx+e le premier., a? 5 — 
fixl+bx* — cx*+dx — e le second, et a racine du pre- 
mier. On aura a 5 +ûa 4 +&a 3 +ca a -frfa-f«==o [ io. 1 ], 
jet — a 5 — a ofi — ba? — ca a — da — e = o : mais en subs- 
tituant — a à la place de x dans le second, on a 
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aussi — a 5 — aa* — ba? — ca* — • da — e = o [ dém. ] ; 
donc — a racine -du second [10. i ]. 

X. Le polynôme dont tous les termes sont positifs 
ne sauroit avoir des racines positives. 

Désignons par x* + (* — a) a^+(è — ûa) ar'+fc — *«) 
a: — ca[=(x — a) (x*+ax*+bx+c)] un polynôme 
dont la racine a est positive. 

Pour que les termes [a — gOx 3 , {b — aa)x*, (c — ba)x, 
soient positifs , il faut que a,b,c 7 ne soient point né- 
gatifs : mais — ca ne sauroit être positif sans que c soit 
négatif; donc, pour que tous les termes du polynôme 
proposé fussent positifs , il faudroit supposer c négatif, 
et non négatif , ce qui est absurde $ donc, ou la racine a 
n'est point positive, ou tous les termes du polynôme 
proposé ne sauroient être positifs. 

XI. Un polynôme quelconque étant proposé, s} après 
avoir multiplié chacun de ses termes par l'exposant de 
la puissance à laquelle le nombre principal y est élevé, 
on* divise chacun des produits par le nombre principal ; 
si après avoir multiplié chacun des termes du résultat, 
par l'exposant de la puissance à laquelle le nombre 
principal y est élevé , on divise les produits par le 
double du nombre principal ; si l'on répète une sembla- 
ble multiplication sur chacun des termes du nouveau, 
résultat , en divisant, les produits par le triple du 
nombre principal, ainsi de suite, jusqu'à ce que Von 
parvienne à un binôme : je dis que la plus forte racine 
positive du polynôme proposé ne sauroit être plus 
grande que le nombre positif , qui étant substitué à la 
place du nombre principal, donnera des valeurs positi- 
ves , non seulement au polynôme proposé , mais à tous 
ceux qui en résulteront d'après cet énoncé. 
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Soit, par exemple, le polynôme 

x s — zx* — ioj^+Sox'+ôSx — iao. 

On aura, en se conformant à la supposition, le polynôme» 

5*4— Sx 3 — 3ox* +6ox— 65 ; 

lequel donne, suivant toujours la même supposition^ 

iojt 3 — 12a:* — 3ox+3o; 
d'où Ton tire 

iox* — 8x— -ioj 
d'où enfin 

5x — *»s 

let on obserrera que le nombre a , substitue à la place 

de x dans ces polynômes , les rend tous positifs ; et 

qu'en effet la plus grande racine du polynôme proposé 

est plus petite que 2. 

Soit le polynôme proposé 

0:4+ ax z + bx % + cx+d=G. 

Faisant x=z+e, on aura z*+ {^e+a) z*+ (6e*-f* 
3ae+b) z* + (&*+ 3ae a +2Ôe+c) z-M+ae 3 +*e*+ 
ce-M=F. 

Posons e*+ae?+be % +» c£+*fc=H, ets-f-e=>r, racine 
de G: il viendra G=o[io. 1}, etF=o; donc 2 racine 
de F [10. i].Or, pour que le nombre e rende positif é tous 
les coefficients 4^-h a > 6^*+ 3flé-f- &; 4e 3 4- 3ae*+ 2&£-4- c, 
et H, il faut que z soit négatif [10. 10] ; donc , puisque 
x=z+e , si x est positif , et z négatif , il faudra que £ 
soit > x : mais H ne diffère de G qu*en ce que e s'y 
trouve à la place de a:, et les coefficients de z 3 , z* 7 z y 
dérivent du polynôme G, suivant l'énoncé de la pro-r 
position - y donc le nombre que l'on aura trouvé de la 
manière prescrite dans ledit énoncé, sera plus grandi 
qu'aucune des racines positives du polynôme proposé, 
pourvu qu'il en ait de positives* 
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CoroL Si le polynôme proposé a deux racines égales, 
Tune d'entre elles appartiendra également au polynôme 
que Ton trouvera en multipliant chaque terme du poly- 
nôme proposé par l'exposant de la puissance à laquelle 
le nombre principal y est élevé, et en le divisant par 
le nombre principal multiplié par l'exposant de la puis- 
sance à laquelle ce même nombre est élevé dans le pre- 
mier terme. 

Supposons, par exemple, qu'il y ait des racines éga- 
les dans le polynôme x* — 3x 3 - — 6x*+28x — 24 : je dis 
que l'une de ces racines appartiendra également au po- 

, bot* 3X3x 3 2X6** , 1X2&C 0X24*° 

lynome-J -, 7 1 -, 7—= — 

•; 4^ 4- r 4^ 4* A x 

?=x 3 — \x* — 3^+7- 

car si l'on désigne par e en particulier l'une des ra- 
cines, que x représente en général, le nombre z—x — 
e sera l'excès de l'une quelconque de ces racines sur la 
racine e; et si le polynôme G a deux racines égales, dé- 
signées par e, le polynôme F doit avoir le facteur 
[z — o) (z — -o): mais ce facteur ne donne que z* , et 
par conséquent le dernier et l' avant-dernier terme du 
polynôme F doivent s'anéantir, d'après la définition II 
de celiv. Xj donc 

4e 3 +3ûte a +2a£+ce=o, 
et <5 > + __ + _ r + T= o. 

Substituant donc x à la place de e , c'est-à-dire, dési- 
gnant par x l'une des racines égales du polynôme G, on 

auraG;=o,et ar+ -7 — h-r- +t=o. 
4 4 4 
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XII. Trouver les racines des polynômes. 
Soit x* — g^+iSx* — ^x+g le polynôme dont e» 

demande la racine : écrivez, selon la proposition XI * 

les polynômes 

a*— gx* +i5x»— 37X+9; 
4X 3 — 27X* + 3oar — 27 ; 
6x a — 270: + i5; 
407 — 9: 
ou afin de faciliter les substitutions, 

(((> — 9)*+i5)x— 2 7 )x+9; 
((4or— 27)or+3o)a:— 27; 
((ax— 9)0:4- 5)X3; 
4x— 9. 
On trouvera facilement que 8 est le plus petit nom- 
bre entier et positif, qui ne rend négatif aucun de ces 
polynômes -, donc le premier chiffre de la racine doit 
être 7. Pour trouver le chiffre immédiat, on n'aura 
qu'à écrire z+7 à la place de or, en supposant que X 
représente la racine, et il viendra 

Z*-f- I9Z 3 + I20Z* + 2$2Z — i3i = o=G. 
Et puisque z positif rend positifs, non -seulement le po« 
lynome G, mais tous ceux que Ton en pourroit déduire 
d'après la proposition XI, il s'ensuit qu'il seroit inu- 
tile de les écrire pour chercher la valeur de z : mais 
tout nombre entier et positif, substitué à la place de z r 
rend G [=(((z+i9)z+i2o)z+232)z — i3ij positif; 
doncz< 1. Or, de tous les nombres 0,1 ; 0,2; o,3; 
0,4 ; 0;5; il n'y a que le dernier qui, substitue' à la 
place de z, rende G positif; donc 0,4 sera le second 
chiffre de la racine, et par conséquent 07=7,4 etc. 

Pour trouver le chiffre immédiat, on écrira 07=7,4 
4-z, et on aura 
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Xi s= zt + aofiz* + 1 43,76 z a + 337,376.2 — * 7,7584 
teo=(((z +ao,6)z+i43,76)z +337,376)z— 17,7584 
dont les polynômes dérivés d'après la proposition XI, 
seraient également inutiles pour chercher la valeur de 
z-j et vu que tout nombre positif non <o 7 i rend G po- 
sitif, il s'ensuit que <z<o,i : il faudra donc essayer 
successivement les nombres 0,01; 0,02; o,o3; 0,04 ; 
o,o5; 0,06 : mais de tous ces nombres il n'y a que le 
dernier qui rende G positif; donc o,o5 sera le troisième 
chiffre de la racine, et par conséquent #=7,45 etc. 

Suivant le même procédé , qui ne sauroit manquer que 
dans le cas de racines imaginaires, on pourra pousser 
l'approximation jusqu'au rang décimal qu'on voudra, 
ou jusqu'à ce que l'on puisse négliger, sans erreur con- 
sidérable, l'excès de la vraie racine sur l'approchée. 

Soit a: 3 +7,02:r a +i6,odr+ 16,08 le polynôme dont 
on demande la racine. 

Comme ce polynôme n'a point de racine positive [10. 
1 o] , on cherchera celle de x z — 7,oax a + 1 6,06a? — 1 6,08 
que l'on trouvera £=4,02 exactement, et on conclura 
que — 4>° 2 est racine du polynôme proposé [10. 9]. 

Soient n un nombre entier et positif, et a racine da 

polynôme x n +ax H - t +bx n -*+etc.=A. Il suit de la 

A 
définition II de ce liv. X, que sera^ra^— * + 

gx n —*+hx n ~- 3 +etc. =B -, que si 6 est racine de B, il sera 

* 3 ^tf*— *+/>:£*— *+qx n -*+etc.'=C; que si 7 est ra- 

Q 

cine de C, il sera =x n ~ 3 + etc. /ainsi de suite: et 

7 x — 7 ' ' 

crue 9 P 6, 7 , etc. , seront racines de A. 
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Soit x* — 3x* — ax+i6=G le polynôme dont on de- 
mande la racine. On écrira , suivant toujours le même. 
procédé, 

(( x— 3) x— a)x+i6j 
(3x— 6)x— aj 
3* — 3. 
Le plus petit nombre entier et positif qui rend toutes 
ces expressions positives, est 3; donc a sera le pre- 
mier chiffre de la plus grande racine positive de G, 
pourvu qu'il en ait de positives. Supposant donc cette 
racine =;c=z+ a, on se servira de G, comme plus 
haut y pour trouver le chiffre immédiat , ou le premier 
décimal de la racine. Écrivant donc 
(( z+5)z— a)z+8, 
(3z+6)z— aj 
on trouve le premier décimal =o,a; et supposant x= 
z-f 2,2 pour trouver le second, on a 

« 3 +3,6z*— 0,682+7,738 j 
d'oii 

(( *+3,6)z— o,68)z+ 7 , 7 a8; 
(3z+7,a)z— o,68; 

ce qui donne ce second chiffre =0,08; et supposant 
X=z+2p8 °n prôcéderoit à la recherche du décimal 
immédiat : mais ce seroit ici en pure perle ; car le poly- 
nôme G n'a point de racines positives. Aussi dans 
F énoncé de la proposition XI , on n'avance point que 
tous les polynômes ont des racines positives • on affirme 
seulement que, par exemple, G ne sauroit avoir aucune 
Racine positivé >3, ni==à 3; ==a oa<2; =a,a ou 
<a,a$ =a,a8 ou < a,a8, ainsi de suite; et tout cela 
est vrai rigoureusement parlant. U 7 ailleurs , on auroit 
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pti se détromper dès l'investigation du premier dé- 
cimal; car l'équation z 3 +5z a — 2-2+8=0, donne z= 

~ — = ) équation absurde, lorsque z< ï» 

«S "|"0Z— — 2 

Que l'on cherche donc la racine négative, et on la 
trouvera de suite = — 2; et divisant alors x* — 3x a — 
àx+ 16 par rr+2 , il viendra x* — 5,r+8, qui a les deux 
racines impossibles , i\+\y/ — 7 j d'où x l — 3x a — %x 
+ i6=(x+2)(x— 2J + V— 7 )(*— %\— V- 7Î- 

Scholie. Désignant par r+z la racine d*Un polynôme 

quelconque A + Bx + &r* 4- D# 3 + etc. , et substituant 

r+z au lieu de x } on aura A,+Br+O a +Dr 3 + etc. + 

(B + 20+3Dr a +etc.) z+etc.==o. Soit r le nombre 

exprimé par les deux premiers cbiffres de la racine, et, 

convenons, par cela même, de négliger toute puissance 

de z au-dessus de la première : on aura 

— A -*~ Br — O a — Dr 3 — etc. 

«= B+20+5Dr a +etc / et ^ ««*»«* 

À + Br+Cr a +Dr 3 +ctc. . , , , 

X=r B+20+5Dr a +etc. ' ValeUf a PP rocWe dô 

«, et dont tous les cbiffres seront exacts, tant que leur 

nombre n'excédera pas* le double de ceux qui suivent 

le premier de ta partie r. Par exemple , ayant trouvé f 

suivant toujours la même méthode, la partie 7,4 de 

la racine de x* — qx*+i5x* — 2737+9, et x = r — 

(((? — 9)r+i5)r — 27) r+o , . 

' /// * — . « x > on aura > en substituant 

((4r — 27)r+3o)r — 27 7 ' 

î,4 au lieu de r, *= 7 ,4 — ~^^^ 4 = 7 ,45 etc. i 

r = 7,45 donnera de même x = 7,45 1 4 etc. -, r =3 
7,45*4* donnera x= 7,4 5 149836 etc., ainsi de suite. 
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Moyennant cette méthode, dont l'exactitude est con- 
firmée par F expérience, on peut découTrir aussi F im- 
possibilité des racines. Par exemple, après avoir trouvé 
le nombre a,a partie supposée de la racine du polynô- 
me x* — 3x* — aar+ 16, on écrira a, a au lieu de r dans 
— 16— ar— 5r a +r 3 _ ((r— 5)r— a)r+i6 
X ~ r ~~ — a— 6r+3r* — r (3 r _6)r— a * 

et on aura ar=a ; a+2iLg.^ valeur incompatible avec 

les opérations même oui ont donné x = a,a etc. ; 

car on en déduira facilement que ce qui manque à a,a 

pour égaler x doit être <o,i. 

XIII. Chercher un nombre x qui rende ax*+bx*+ 

cx % +dx+e=o. 

h c 

Le nombre x qui satisfera à l'équation jr*-| — x 3 ^— » 

* a a 

x*+ — x -| — = o sera le nombre demandé. 
a a 

Autre solution. Posant x= — , on aura z*+bz z +acz % 

a 

+a*dz+a 3 e=o, et la valeur de z que l'on trouvera 

suivant la méthode précédente > donnera celle de x 



Hl 



XIV. Chercher la plus petite racine positive d'un 
polynôme proposé. 

Soit x 3 — 7 x* + *]X + 1 5 le polynôme : supposons-le 

= 0, et substituons — au lien de or; il viendra — r \ 

' z ' z* z % 

+ -Z.+ *5=o ; e t paj. conséquent 1 — 72+ 72* + 1 5z* 

z 

=0: mais 2=o,333 etc. [=|] est le plus grand nombre 
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quï rend i5z 3 +7**— • 72+1 = 0; donc 5 I =— = x I 
sera le plus petit nombre positif qui rend x 3 — l^+l* 

+ 1 5 = o ; car la valeur de x = — deviendra d'autant 

. z 

plus petite que celle de z sera plus grande. En effet, les 
racines de x 3 — 7X a 4-7^4- «5 sont 5, 3 et — 1. 

XV. Chercher les racines égales* 

Supposant qu'il y en ail dans le polynôme proposé 
x 3 — 5x* — iox+7, désignons par x l'une de ces racines 

égales: on aura x 3 — 5x* — iox+7=o, etx m — — 

x ^-=0 [10. 11. corol.], c'est-à-dire, 3x* — 10* 

—-10=0, et par conséquent x (5x a — iox — 10) — 5 

(x 3 — 5x* — iox+7)=o, c'est-à-dire, 5x a +2ox — 21 

c=Oj donc 3 (5x a +2ox — 21) — 5 (3x a — iox— 10) 

• , i3 

?=o, ou nox — i3 = o ; et par conséquent x=— *-$' 

donc x = — devrai t être non-seulemen t une des racine! 
1 10 

égales du polynôme proposé , mais aussi de Tune quel- 
conque des équations 3x a — iox — 10=0, et 5x a + 

i3 
aox — 21 = 0. Or, — — , écrit au lieu de x, ne rend 

>> ' no* ' 

pas 3x a — iox — 10=0; donc le polynôme proposé né 
saurait avoir des racines égales. 

Soit x 3 — x a — 8x-r*i2 le polynôme proposé : on aura 
-c 3 — x* — 8x-f-i2=o, et 3x a — 2X — 8=05 donc su 
(3x*— ax— 8)— 3 (x 3 — x*— 8x4-i2)=o;x a -r-i6x— 
36=o; d'où 3 (x*+i6x— 36)— (3a* — 2x— 8)=so; 
5ox — 100=0, et x=a. Mais x=a rend 3x a — 2x — » 

M> 
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8=0; donc 2 est une des racines égales de x 3 — 2x* — 
8x4-12. Or ; ce polynôme divisé par (x — 2) (x — 2) = 
x* — 4x+4> donne x+3$ donc 2, 2 et — k 3sont les ra- 
cines de x 3 — x*. — 8x-f- 12. 

Soit x* — 3x 3 — 6x*+28x — 24 le polynôme. On aura 
d'abord x (4**— ox»~ 12X+28) — 4 (x*—5x*—6x* 
+28X— 24)=oj d'où 3x 3 +i2x* — 84x+96=05 et 
a^+4x* — 28x+32= o ; et par conséquent 4 (x 3 +4x^ 
— 28r+32) — (4**— 9** — I2X+28) = Oj 25x* — 
ioox+ 100=0; et x* — 4^+4— °« ^ n aura ensuite 
(x 3 +4x a — 28.T+32)— x(x*— 4x+4)=o, et 8x*— 
32X+32 = o, c'est-à-dire; une seconde fois x* — £x+ 
4 = o , et on ne sauroit parvenir à un binôme comme 
celui de l'exemple précédent: mais les racines de x* — 
4^+4 sont 2 et 2; donc 2, 2,2, sont les racines du 
polynôme proposé. Or, ce polynôme divisé par (x — 2) 
(x — 2) (x — 2) = x 3 — 6x a +i2x — 8, donne x+3; 
donc 2, 2, 2, — 3, en seront les racines. 

Soit x* — iox 3 +37X a — 6ox+36 le polynôme. On 
aura x (4x 3 — 3ox*-f-74x — 60) — 4 (x*-— iox 3 -r-37X*5 
— 6ox4-36) = oj x (2x 3 — i5x*+37X— 3o)— 2 (x*— 
iox 3 4-57X* — 6ox4-36)==oj 5x 3 — 37x»+9ox — 7a 
= 05 2 (5x 3 — 37x*+9ox — 72) — 5 (2X 3 — i5x*+ 
37X — 3o) = o,etx* — 5x+6=o. Or, 2x (x a . — 5x 
■f 6) — (2X 3 — i5x*+37X — 3o)=o ; donne 5x* — 25x 
-|-3o=o, et par conséquent une seconde fois x a — Sx 
-fô = 0, dont les racines sont 2 et 3; donc celles du 
polynôme proposé seront 2,2,3,3. 

Soitx 5 — i3x^+67X 3 — -i7ix* + 2i6x — 108 le poly- 
nôme. On trouvera, suivant le même procédé, x 3 — • 
8x?+2ix — 18 = o, et on ne sauroit aller plus loin; 
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donc tontes les racines de cette équation ne sont pas 
ine'gales j car si elles l'éloient ; le polynôme proposé en 
anroit trois paires d'égales ; ce qui seroit absurde 7 pais- 
qu'il ne peut avoir que cinq racines [égales ou inégales] 
[10. déf. 2]. En effet ; la méthode précédente donne 3 
et 3 pour les racines égales de x* — 8x-f-2i:c — 18 % 
mais à l'aide, de ces deux-ci, on trouve la troisième 2 ; 
donc 3 ; 3 ; 3, 2, 2, sont les racines du polynôme pro- 
posé. 

CoroL Cette méthode offre un moyen de recon* 
Doitre s'il y a des racines communes entre deux po- 
lynômes proposés , et par conséquent de simplifier 
les fractions , lorsqu'elles rn sont susceptibles. Soit, 

-, x 1 — ax* — 8a*x + 6a* , m 

par exemple, -^-—y-gg— i8a * x _ 8ai ** frac- 

tion proposée: supposant. le numérateur w= o, et le 
dénominateur = o , on aura- X* — 5ax* — 8a*x a •+» 
i8a 3 x — 8a* — x (x 3 — aar* — 8a*x -f-6a 3 )= — lax* + 
lia l x — 8a*=o$ ce qui donne — x*+6a*x — 4 aî =o; 
x 3 — ax 9 — 8a\r+6a 3 + (_x 3 +6a\r — 4« 3 ) = -ax % 
— 2a*x + 2a 3 =:0) x*-\-2ax — 2a a =o; — ar 3 +6a a x — 
4a 3 +x (x*+aax — 2a 9 ) = nax* + 4 a *x — 4° 3 = Oj et 
par conséquent une seconde fois x*+2ax — 2a 9 = 0$ 
ce qui prouve que les racines de x* + zax — 2a*i 
sont communes au numérateur et au dénominateur. 
Divisant donc l'un et l'autre par x*+2ax — 2a* ; on 
trouvera 

x 3 — ax 9 — 8aar— 6a 3 x — 5a 

X*>— 3a^— %cûx*+i%a l x— 8a* ~ x % — Sax+ka*' 

2. C'est encore par ce moyen qu'on élimine les in- 
connues. Les exemples suivants font voir ce que l'on 
entend par élimination d'inconnues. 
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Trouver trois* nombres x,z,jtj qui donnent 

aar-|- z — 67*= 6$ 

aox — 3z — 47 r= *7> 

Sz — x + \ojr=z5'j : 

onauraio(2X+z — 67-) — (20a: — 3z — 4^)=ioX6— * 

27, c'est-à-dire, i3z — 56=33$ 2x+z — 6jr+a( — ar-f 

5z-|-iq-r)=6+2X57, ou nz+i{y=:iio; i3(iiz-f 

\ty)— ii(i3z— 56^)=i3Xi2o— iiX33j c'est-à- 

dire, 798^=1 197, ou^ = ^= -. 

Faisant jr = ^ dans l'équation nz-f 1^=120, on 

trouvera 1 iz+21 = 120, et par conséquent z=ff =9; 
substituant les valeurs de z, y, 1 * dans l'équation 2x+z— 
67- =6, on trouvera x=3. Voici le tableau de ces opé- 
rations : 

2X + z— f 6^= 6 

20X — • 3z — 4*r= 27 
— x + 5z+ 10^= 5j 



20X + 1 oz — 60^= 
20JC — ■ 3z — 4j"= 


60 

a 7 


i3z — 567*= 


33 


2X+ Z 6*T = 

« — 2X-J-IOZ-I- 207*= 


6 
114 


nz-f- i4j"== 


120 


11 X i3z — 6167-= 
i3X iiz-f- i82jr=] 


563 
[56o 



. 79?r =I1 97 
On demande deux nombres x , z , qui rendent x 9 — 
ac % z — 3z=o ; et x*+xz — z a +3=o. On aura x (x % + 

xz—z* + 3) — (x 3 — x a z— < 5z)=azj? a — (z a ~ 3)x+. 
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5^=o;2z(x*+xz — z*+3) — (izx % — (z*— 3)*+ 5*) 
= (3z a — 3)*~ 2z 3 + 3z=o; (3z a — 3)(ar a + a:z— z m 
+ 3)^*((3z a — 3)x— 2z 3 +3z) = (5z 3 — Gz)*— (3z* 
— 3)(z a — 3) =o ; (3z a — 3) ((5z 3 ^-6z) x— (3z*— 3) (z a — 
3))_ (5z 3 — 6z) ((3z a — 5)x— iz* + 3z) = (5z 3 — 6z) 
(2z 3 — 3z)— (3z a — 3) a (z a — 3) = z 6 +i8z*— 45z* + 
37=0. 
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LIVRE XL 



PROBLEMES. 

I. V^uitbc associés ont contribué à former la sonne 
de 660 louis ; la part do premier est le double de celle 
du second; la part du second est égale a celle du troi- 
sième, plus 3 louis ; et la part du troisième est la moitié 
de celle du quatrième. On demande la part de chacun? 

Désignant par u la part du premier, et par x, z, jr 9 
celles des autres, on aura u+x+z+jr=z66o- 9 «=ax; 
x=*+3; et z=\jr. Substituant \jr à la place de z 
dans la troisième équation , il rient x= }j--f 3; subs- 
tituant cette valeur de x dans la seconde, on trouve 
w=jr+6. ^^ Ta leurs de u 9 x, z, substituées dans la 
première, donnentjr+6+ï^+3+ir+.J-=66o; $T+ 
9=660; ^-f"5=aaoj d'où^ = ai7; z=io8,5-, x= 

111,5; tt=223. 

Autre solution. Si Ton désigne par u la part du pre- 
mier, celles des autres seront, ji» — 3jit,etu — 6; et 
on aura de suite 

u+±u+±u— 5+m — 6=66o=3a — 9; etK=a23, 

II. Un père est âgé de 35 ans , et le fils de nj: on de- 
mande l'époque où l'âge du premier sera le double de 
celui de l'autre? 
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Soit x le nombre d'années qui manquent : on auto 
Z5+X—2 (ik+x)=i8+zx , etx=7. En effet, 7 ans 
après, le père doit avoir 42 ans, et le fils 21. 

III. Un père étant âgé de 35 ans, et le fils de i4> on 
demande F époque où le père sera quatre fois pins âgé 
que le fils ? 

Soit x le nombre d'années qui manquent: on aura 
35+x=4(i4+ :r ) : =56-f-4^, etx= — 7. L'expression 
négative — 7, marque qu'il falloit demander le nombre 
x comme déjà passé, au lieu de le chercher dans 
l'avenir. 

IV. On a acheté trois objets à différents prix. Le pre- 
mier prix , plus la moitié du second et du troisième, font 
39 francs; le second, plus le tiers des deux autres, font 
42 j le troisième, plus la moitié des deux autres, font 45: 
on demande les trois prix? 

En les désignant par x , z y y } on aura x+\ (z+y)=a 

39; * + i(*+ y ) =42 ;r + ï (*+*) = 45; d'où l'on 

déduit zx 4.z-f t 7*= 78; 3z-f#+.7*=i26j 2/-+x+z=» 
90. Opérant comme on le voit ici , 

ax-f- z+ jr= 78 
x+3z~\- ^=126 
x+ z+ 2^= 90 



o5z 4- ^-=2X126 — 78=174 
*+ 3jr=2X 9°— 78=102 
+i/jj-=5Xio2 — 174=336 

on trouvera j*= 24^ z-f 5X24 =:ï o 2 > ou z=3o; ar+ 
50-1-2X24=90, ou x= 12. » 
Y. Trois canonniers ont tiré trois différents nombre» 
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de coups de canon. Le premier et le second en ont tire 
ao de plus que le troisième; le second et le troisième, 
5a de plus que le premier; le premier et le troisième, 
38 de plus que le second. On demande les trois nombres. 
Soit x le premier, et z, jr f les deux autres: on aura 
ar+^==^+ao; z+y=x + 5a; x+jr=zm + 28. Etea 
opérant comme il suit : 

x + z — ^-=ao 

— X + Z+jr=52 
X Z+jr=*8 



o 2z o=ao-r*32=5a 

z . =26 

o o * 27*== 32+ 28=60 

r=3o 

ax o 0=20+28=48 
on trouvera x=24- 

VI. Un corps d'armée composé de quatre différentes 
nations, a perdu un certain nombre d'hommes. La pre- 
mière en a perdu 620 moins que les trois autres 5 la se- 
conde, 4&> moins que les trois autres; et la quatrième, 
5oo moins que les trois autres. On demande la perte de 
chaque nation? 

Désignant par P, H, I, À , les pertes, on aura 

A+ I +H— 620= P 
A+ I + P — 460= H 
A+H+P — 38o= I 
I + H + P — 5oo = A 
d'oh Ton tire les équations suivantes : 
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A+I+H— P =620 

A+I— H+ P =460 

A— I+H+ P =38o 

— A + I + H+ P =5oo 



2fA+2l 
~2A+2l 






=1080 
= 120 


O 41 
I 






=1200 
= 3oo 


4A 
A 






=960 
a= 240 



o o 2H — 2P=l6o 

aH + 2P=88o 

4H o = io4o 
H 0= 260 

o 4^= 7 ao 
P= 180 

VII. Quatre nombres sont en proportion arithméti- 
que, c'est-à-dire, que l'excès du premier sur le second, 
est égal à l'excès du troisième sur le quatrième, et on 
suppose , en outre , que le premier multiplié par le se- 
cond est= 10; que le second multiplié parle troisième 
£=18; et que le troisième parle quatrième =54- On 
, demande les quatre nombres ? 

Soit u le premier, et x, z 9 y } les trois autres. On aura 

ux=-io- 7 xz=i8, ^-=54; u — x-=z — jr f etparcon- 

io 18 i8« 97* 54 54X5 

sequentx= — : z= — = =%-; r= — = 

^ u } x 10 5 7J z gu 

6X5 3o 10 ou 3o T , ., 

-= — — . u , = ^ — , , La dernière equa- 

u u u 5 u . 
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• ou 5o ro Au 20 
tion donnera 2 u = , ou-~ = — , et par 

u u u 5 u * 

conséquent 4"'=ioo; u* = a5$ u=5. Donc r=a; 

Autre solution, u étant le premier nombre, — sera 

le second: =~-,Ie troisième: et — = — , le 

7 10 5 ' 91* u J 

., . 10 ou 3o , ^ 

quatrième : mais u = ^ : donc »=5. 

VIH. Si Ton suppose le troisième multiplié par le 

7X5 
quatrième = 7 . et le reste comme ci-dessus , on a - = 

9" 

55 10 ou 35 . ou 35 10 

r= — , etu— — =~ : donc'— u= , 

" gu' • u 5 gu 5 gu u 

c'est-à-dire, ~u= — , d'où l'on tire u= x / — 

5 gu 

55 5 

— X yj expression absurde, qui indique l'impossibilité 

de ce que Ton demande. 

Corol. Lorsque quatre nombres sont en proportion 
arithmétique, la somme des extrêmes est égale à celle 
des moyens. 

IX. a étant la somme de quatre nombres en propor- 
tion arithmétique continue, et b celle de leurs carrés, 
on demande les quatre nombres. 

En désignant ces nombres par u, x, z,y, on aura 
u + x+y+z=a; u*+ x*+y % + z* = b , et u — x=x 

— z = z — jr. L'équation x — z = z — y } donne y = 
2z — x ,• u — x = x — z donne z = ix — u, et par 
conséquent a ;=u-f-;r + (ix — u) 4- (2(20: — u) — x) 
et b = u*+ x* + (ax— *■ w)*+ (2 (207 — u) — x)% 
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•~~*u+6x=za, et 6a* — i6ux+ i4x'=i. Éliminant u, 

aura4oar* — zoax — 5a*+2& = o; d'où x=y (a + 
Les équations a= — à«+6ar; z=aa: — u 9 



on 



*^> 



y=z'iz — x 9 donneront les valeurs de u, z,y. 

Soit, par exemple, tf=i4,et £=54: on aura x=~ 

^ 4±v/ îli=^ = ^ (l 4 ±2 )=3|±j.Po6antx=5f 

+i=4, on aura u [=3x — ja] = 5; z=3, et^=2; 
posant x= 3 J — i=3, on aura w=q, z = 4* et^=5. 
Autre solution. Désignant par x+$z, x+z, x — z 9 et 
x — 3zles nombres demandés, on aura a=4#, et & = 
(x*+6^z+9z a ) + (x'+axz+z*) +(** — ^z+z*) + 
(x* — 6xz+9«*)=4^*+20z a : a=4# donne x=±a,b 

=-; a* + aoz*, et z= + £ x/ ~ — . Appliquant ces for- 
mules à l'exemple ci-dessus, on trouvera x=3?, z=z 
±i> ^ 51 ±1, 3î±ij îiTïi 3 r + r> ^ont les nom- 
bres demandés. 

X. La somme a de trois nombres en proportion con- 
tinue, et la somme b de leurs carrés étant données, 
trouver les trois nombres. 

Soit x le premier, et z le second : on aura x+z+z^ 
xr- x = a y et a:*+z*+^x _ '* = ^; ou x*+xz — ax+z*> 
==o, etx*+:r*z* — bx % +z*z=o : éliminant ar suivant ce 
qui a été ditprop. lX,liv. X, on parviendra à une équa- 
tion qui donnera la valeur de z , et par le moyen de l'équa- 
tion x*-\-xz — ax+z*=o 9 on aura la valeur de x. 

Autre solution. x-{-z+z*x~ l =:a , donne x+z*x""* 
e=a-z;(i+ ( 8 , x- I ) , =(a-^)i , +w 1 +^" , =«' 
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— *az+*; doncx*+z*+zlx-*=:a % — 2oz=£,etpar 

conséquent z = — — — . 

XI. Si an lieu de trois nombres il s'agissoit de qua- 
tre, aux mêmes conditions de la question précédente , 
on anroit x+z+x~ t z % +x-*z l — a 9 etx*+z*+x-*zt 
-f x— *z*=£; d'où Ton pourra tirer une équation pour la 
valeur de z f et alors x*+(z — a) x*+xz*+z*=o don* 
nera celle de a. 

Mais cette solution seroit pénible : le moyen d'en, 
obtenir une plus simple , ce sera d'introduire dans 
le calcul quelque nouvelle inconnue qui ait moins de 
râleurs que z ; car l'équation qui fournira la valeur 
de cette inconnue, sera nécessairement moins élevée 
que celle qui auroit donné la valeur de z. 

En effet; le premier terme de la proportion dont il 
s'agit, peut prendre la place du quatrième, et le qua- 
trième la place du premier ; d'où il s'ensuit que le se- 
cond peut devenir le troisième , et le troisième le second. 
Ainsi tandis que pour satisfaire à cette circonstance , on 
doit avoir deux valeurs pour z f la somme du second et 
du troisième terme demeurera toujours la même. Sup- 
posons donc z+x~ 'z'—s: on aura x-\-x—*z*z=a — s; 
donc x = z* {s — z) *"" * , et par conséquent z* (s — 
jO-'+s-» {s— z)*=a— s , et z 3 +($— z) 3 = (a— s)z 
{s — z); d'où s 3 — 5s*z + 3sz*=asz — az* — s*z+sz % f 

ce qui donne z==^±v/ ^5* — ^-^J===ï5+ 

.as* 25 3 . . x .a — Q5 , if \ , a — *A 

Donc la valeur de s donnera celles de z } de x f et de l'autre 
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terme moyen, qui doit être s~—js fi ± y/ a ~ J=a* 

Pour trouver s, on observera que le carré de la somme 
des deux nombres est égal au carré du premier, plus le 
carré du second, plus deux fois le produit du premier par 
le second : mais la somme des moyens est égale à s, et leur 

produitestégalàf5(i±v/ ^^ji s Çi+ y/%=£) 

î=tsM 1 - — ) = — ■ — : donc s* ■ sera la 

* \ a + isj a+2$ a + 2$ 

aomme des carrés des deux moyens. Or, la somme des 

extrêmes est égale à a — s, et le produit des extrêmes 

est égal au produit des moyens 5 donc b = (a — s) % + 

: , et par conséquent 5= +y ( - 



a*—b\ 
+ 



2 / 

Autre solution. Soient x£ 7 xz, xz~ x y xz~ z les qua- 
tre nombres en proportion continue : on aura x(z*+z 
+z- t +z~*)z=a, et x % (3fi+z % +z~ % +z-*)=b } donc 
x*(z* + z + z- s + z-*yb=a*b==x % (z?+z % +z-* + 
z~ *)a* ,et par conséquent (z 3 +z+*— , +£7 3 )*£ = (jg 6 + 
z*+z^+z- 6 )a*.Maiis(z z +z+z-- 1 +z-*) % =z 6 +2zï+ 
3z* + 4 + 3*-* + 2z-*+^~ 6 ; donc (a*—b)z 6 —2bzfi + 
(a a +3£)z a — 4^ + (a a — Sb)z- % — ibz-++{a*— b) z~* 

ib à* — tt £b 



z* 



-b 



s=o, ce qui donne z 6 ; r z*H — r 

1 ^ a* — b a* — b 

a* — 5b 2b . . _ 

H — - — r-*~* ; — r z-*+z- 6 =o. Posant sz=zz*+ 

a -—b a —-Ù 

*_*, et retranchant le polynôme z*~- -r- — r z*+etc, 

"■ " ' * * a a - — 9 
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de (*•+*— ) 3 , C4nt-h*dire,de J+te+Sz-'+x-*, m 

ib , 6* . , ib 66 

aura -- — T z* ; T z*+ — — — * * 



a* — b~ a* — b~^a* — b a* — b~ T 
z-^=r ; et mettant c au lieu de — r-, on 



**_£ ' a* — b 

aura cz* — 5cz*+*c — 5cz~ n +cz-*=4*. Retranchant 
c (z*+z~-*)* du premier membre de cette équation, et 
es* du second, on aura — Zcz* — 3cz"~* = s 3 — es*; 
ajoutant 3c (s*+z~"*) d'une part, et 5cs de l'autre, on 
aura s* — es* — 3c$= o ; ce qui donnera 5 = 0,00 s= {c 
± y/(^c» — 3c). Moyennant s, on aura z et x. 
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LIVRE XII. 



AVERTISSEMENT. 

JLiES lettres a,h, c f etc., ne désignent dans les calculs 
de ce Ht. XII, que des nombres entiers et positifs, ou 
des zéros, selon 1* occasion. 

PROBLÊMES. 

I. Trouver un nombre x 9 entier et positif, qui rende 

a&r — 2 . A . . e 
entier et positif. 

'9 

r . . 2&r — 2 , gx — 2 , QX- 

Investigation. — ^ • =#+ - , donne - — 



l 9 *9 19 

ioa+2 a + 2 

£=<*, et par conséquent ar = -2 e= 2a + — : — ; 

donc = £, et a—ob — 2: d'où x = 2*H ■ 

9 L 9 

II. Trouver un nombre x positif qui satisfasse à la cou* 

,. . 17X — 6 
dition — * — - — = a. 
20 

r _ . inx—6 , 26a+6 

Investigation* ' ^ — s= a, donne x= = a 

20 17 

. qa+6 , qa+6 , 
+ * ; donc =0, et par conséquent ae=5 
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£+?,£+? = *; o=W_6; donc *[=c + £^] 

= 9^ — 6j «=17^ — 12, etarrsaô^ — 18. 

III. Trouver un nombre a?, entier et positif, qui donne 
nix+io 

7ij:+io , 8 9a— 10 
Investigation. ■* — _ — = a, donne a: = — — 

, 18a— 10 18a— 1£ , 7li+i°__^j, 

71 71 10 

176+10 i7& + ïq _ . _ 18c— 10 _ c^-n)/ 

18 ' 18 C ' ~ 17 «7 ' 

c = i7rf+io;*=i8^+io;a= 71^+40, etx=fy d 

+5o. 

IV. Trouver nn nombre x, entier et positif, qui rende 

. . air— 4 , 270+4 _ 

Investigation. = 0, donne x= — — — — 

■ «2+4 6*+4 =5 donne .^ »£*-«« 5*+ 

• 21 ' 21 O 

■ ^, ■: — ^-2- =c, donne 0= — = — = 2C+^, cequi 
6 6 3 ^ 

implique contradiction. Il n'y a donc point dénombre 
entier et positif qui 7 substitué à la place de x 9 rende 

21a? — 4 .• * •»•* 
» — entier et positif. 

V. Trouver un nombre x, entier et positif; qui rend* 

2000 — 17X . K ..- 
s— = entier et positif. 
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2000 — inx - , 5 — 17a: v 

Tnvestigation. J — = o5 + *— , donne 

21 21 

5—1757 aia+5 4 fl +5 4*+5 , 

21 ' 17 17 '17 



û 



£—5 , T . £ — 5 b — S 



4^H 5 — ) — 7 — =£j £=4 c +5> a: 



4 .-* »" T 4 ' 4 

170+2*5; jr=2ic+25. On pourra donc prendre ici 
c = o,ouc= — 1. 

VI. Trouver un nombre x, entier et positif qui ronde 

5C——-8 X 10 X ' H * 

— rr-y , — ^ des nombres entiers et positifs, 

20 19 ' là r 

x 8 

Investigation. — ^- donne #=280+8, et par con* 

x — 10 280 — 2 . qa — 2 , < oa^— a 
sequent = = a-h^ . donc 2 

19 J 9 l 9 *9 

, ÏQ& + 2 . . b + 2 £ + 2 T 

r=£, et «= -£-_!_— 26+- j— — =C;£=OC— 

; 9 9 9. 

2, et a=ioc — 4« Donc a:=532C — 104 rendra — 3— 

20 

e t des nombres entiers et positifs. 

19 r 

_ , a: — 7 532C — m , t 12c — 7 

On aura donc — =- L = = =4ocH =— *• 

i3 i3 i3 

iô 12c — 7 . i5^+7 ,, d+i J+7 

' i3 12 12 12 

<f=i2e — ^; et par conséquent c = i3e — 7, fctxss 

6916c— 5828. 



u 
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LIVRE XIII. 



DEFINITIONS. 

L JL/oRSQu'oir représente une surface quelconque 
parle produit de la hauteur d'un parallélogramme, mul- 
tipliée par sa base, on sous-entend toujours que ce pa- 
rallélogramme est égal à la surface", et que l'unité à 
laquelle on rapporte le produit, est égale au carré de la 
ligne que Ton prend pour unité dans les facteurs. 

II. Le parallélipipède dont les six faces sont autant 
de carrés, s'appelle cube. 

III. On désigne un solide quelconque par le produis 
de la hauteur du parallélipipède qui lui est égal, mul- 
tipliée par la base du même parallélipipède, et alors 
on rapporte le produit au cube de la ligne que l'on a 
prise pour unité dans les facteurs. 

SUPPOSITION. 

: Toutes les fois que les circonstances le permettent , on 
.place les grandeurs contraires à Fopposite les unes des 
autres , c'est-à-dire ; dans des positions directement 
opposées entre elles. 

AVERTISSEMENT. 

kq désigne le carré de la ligne A , et Ac le cube de 
la même ligne. 
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PROBLÊMES. 

I. Les côtés et la base BC d'un triangle ÂBG étant 
donnés, calculer le point ou la perpendiculaire baissée 
du sommet de l'angle opposé à BC, doit rencontrer ce 
même côté. 

Soient AD la perpendiculaire, et a } b, c, les valeurs 
d'AB, BC, AC. Désignant par x le segment BD, on 
aura AD(f=a* — x % [5. i5], etAD<7=:6 a — (b — x)*-, 
d'où a" — x % =c % — (b — x) % , et a % ==:c* — b % +ibx, ce 



qm donne x= ^ = ï &h__ = .l ^ 



* + 



(fl + C)(ûf — c v 



r-> 



Scholie. Lorsque l'angle ABC est obtus, on a a* +5* 
<c 9 , ce qui est facile à déduire des liv. I er . et V, et par 
conséquent la valeur de x négative ; si ABC est aigu, on 
a a a -f-&*>c*, et x positif. Et en effet, ces deux valeurs 
contraires de la ligne x répondent aux deux situations 
contraires où elle se trouve placée dans l'un et l'autre 
cas , ce qui est également facile à déduire du liv. I er . 

II. Trouver l'aire d'un triangle dont on donne les 
côtés. 

Soient a 9 b } c, les côtés: il suit du problème pré- 
cédent , qu'en prenant b pour base, on aura û*— 

( a * _l £» c *\ » 
7 J pour le carré de la hauteur; donc ~b 

/a a 4-J a c* V 

y/ (a* — [ ~ J ) sera Faire du triangle. 

Corel 'i V («'- ( fl * + fa~ C ' )* ) == **>/(( a+ < 
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— s — ){ a 3 — ;; =ïV v s* 

* Tb ) =i V \ S X ^ y 

t=iv/(( fl +* + c )C« + * — 0(* — *+*)(— a + b + c)) 

III. Connoissant les cites d'un parallélogramme el 
l'urte des diagonales, trouver l'antre. 

Soit ABCD un parallélogramme dont le côte' AB=*j 7 
le côté BC=£, la diagonale BD±=c, et la diagonale 
demandée=x. On aura , d'après le corol. précédent; 
ix/((a + b + c)(a + b— c)(à— b+c)(— a+*+c)) = 
iy/iia+zc+i*) {a+±c — ijr) (a—\c+\x) (—a 
+ [c+\x))+iy/i[b+ic + ix) (b + x -c— ix) (A— i-c 
+ ï^) ( — ^+7 c + ;2"))« Désignant le premier membre 
de cette équation par -* y/ D ; et le second par \ y/Z+ 
jyT, on aura -J v/D = ^v/ z + T>/ Y 5 D=Z + 2v/ 
•('ZY)+YjD— Z— Y=2 v /(ZY)jet(D— Z— YJ*3=4 
(ZY) , équation dégagée de radicaux ; d'où l'on pourroit 
déduire la valeur de x, en substituant celles de D , 2 ; Y, 
et en effectuant les multiplications indiquées - ? mais le cal- 
cul en seroit long. Voici une investigation plus abrégée. 

Menant AF perpendiculaire à BD, on aura BF= 

■ + ' ,*t BF=^±2i i±-.d'oùrentire^= 

-+ y/ (aa»+a**— C). 

u/itfrtf investigation* EF= 4 • + ^ et — EF 

\x*+\c*—b % 



-, donneront |x*+|c'— a*ï=s — (^a* 
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+ î c*— h* ) ; d'où l'on tire x= ± y/ (2û*+2&»— e*^ 
deux valeurs de x , quoique la diagonale représentée 
par x ne soit susceptible que d'une seule valeur. 

IV. Inscrire un carré à on triangle donné, de sorte 
que la base de l'un fasse partie de celle de l'autre. 

Soient ABC le triangle donne, et x la base du carré que 
l'on demande, représenté par DEFG. Désignant AB par 
a y BC par b, et CÀ par c, on aura b:a:x:AI)- } AD = 

-j- } etBE9 = (a — -^-J — x\ On trouvera de même- 
€Fq=(c— ÇV — x\ Donc b — x = y/((a~™J 

•— X* ) + v/ ( ( c y- J — x*) 7 équation qui pourroit 

donner la valeur de x; mais dont le calcul seroit long. 

Voici une investigation plus expéditive. 

Soit AH=?d et perpendiculaire à BC : on aura b:x::d 
. _ dx , k _ _ TX dx bd 

Construction. Menant HL=&, LM=rf, et Ll pa- 
ir j 
rallèle à AM, on aura HI= 7 T = x. 

V. Soit AB un arc de cercle , C le centre , BD une 
droite perpendiculaire au rayon AC, AED un demi- 
cercle , et F le centre : on demande le centre d'un cer- 
cle qui touche l'arc AB, la droite BD et l'are AED ? 

Désignant par G le centre du cercle, et supposant 
AC=a, AF=£., etFH=jsr, menez CG, FG, et la 
droite GH, perpendiculaire à CA. On aura EG=DH 
=b— x, CG=a— EG=a— b + x, GF=£+GE = 
a&-r-y ; et GH=a. — b — #; et par conséquent (a-*-* 



i — 
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+ x)*— (a—b—x)*= {*b—x)*—x*, c'est-à-dire, 

b* 
4 {a — i)jr=4^ a — 4^ x > ax=b x , etx = — . 

Construction. Prolonges CA yers I jusqu'à ce que 
FI=a; élevez FL perpendiculaire à CÀ et=£; tire» 
IL, et menés LH perpendiculaire à IL: FH sera=x. 
Du centre C avec le rayon a — DH, et du centre F 
avec le rayon £+DH , décrivez deux cercles : le point G 
où ils se couperont sera le centre demandé. 

VI. Par deux points donnés conduire un cercle qui 
touche une droite infinie, mais donnée de position. 

Menez d'abord la droite ÀB qui ne soit point paral- 
lèle à CD, et prolongez AB jusqu'au point D de la 
droite CD. Désignant par C le point de contact entre 
CD et le cercle demandé , on aura CDy=ADXDB, et 
par conséquent CD=+ y/(ADxDB), deux valeurs 
de CD également utiles; car en plaçant -f-y/ÇADXDB) 
d'un côté, et — y/ ( ADxDB) du côté opposé, on aura 
deux cercles qui satisferont également à la question. 

Le cas où AB seroit parallèle à CD n'a pas besoin de 
calcul. 

VII. Dans un cercle donné ABC, inscrire une droite 
donnée BD, moindre que le diamètre; mais de sorte 
que cette droite prolongée passe par un point donné E. 

Menant par le centre du cercle et par le point £ la 
droite/EAC, qui rencontre la circonférence en deux 
points; et supposant ECs=<z, EA=£, BD=c,etEB= 
x 9 on aura x (x+c)=a£; x*+cx-r-ab=o; et *= 
— fc± \/(jC*+ab). Désignant ces deux valeurs parEB 
et ED, on voit qu'elles sont vraies par rapport à la quan- 
tité, et fausses eu égard aux signes; car elles ne sont 
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pas en sens contraires , ço«i«* h eafcul; Fitodîque :- jour. 
$tre vraies à tous égards,^* tftjfc 4ft trouver 4?=%/ (^c* 

Construction. Menez ta tangente EF, et vous aurez 
EFqsaab; élevez QF=ee|c et perpendiculaire à EF: 
menez EG quî sera 3=^ (^c a +a£); sur EG prolongée, 
prenez GH^=|ç, et du côté opposé coupez GI=GH: 
les droites EH , EI 7 ^ seçonl les deux valeurs de x =. 

VIII. Trouver le coté BG d*ua triangle rectangle ea 
B , donl on connoît la base AB, et la somme des deux 
cotés. 

Soient AB=û, AC+BC=&, etBC=:;r. On aura a*+ 

l* a* 

#*=(& — x) % et x= j — ; expression toujours pos- 
sible selon le calcul , quoique la solution du problème 
soit réellement impossible , lorsqu'on propose une valeur 
d'AB plus grande que celle d'AC+BC. 

Scholie. Les deux problèmes précédents et le troi- 
sième ; ainsi que plusieurs autres, font voir que la sup- 
position de ce liv. XIII et celles dn liv. VIII, peu- 
vent induire à des solutions fautives : aussi ne doit-on 
donner pour infaillibles les solutions fondées sur ces. 
hypothèses, qu'après s'en être assuré par des démons- 
trations rigoureuses > déduites de principes certains, et 
indépendantes de pareilles hypothèses. 

IX- Avec quatre droites données construire un qua- 
drilatère égal à une aire donnée. 

Représentons le quadrilatère demandé par ABCD, 
Taire par a, et supposons AB=£, BC=c, CD=*£, 
$>A=e, et la diagonale AG=a:. On aura \ y/ ((b+c+x) 
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(*+<:— x)(b — c+x) (_^4-c+x)) +i-v/ ((d+e+x) 
(d+e—x) {d—e+x) {—d+e+x))=a : niais la re- 
solution de cette éqnation serait pénible. 

Autre investigation. Du point C tirez CE, CF, per- 
pendiculaires aux cotés AB f AD, prolongés à volonté. 
Vous aurez $XCE-fO<CF=2<i. Prolongée CD vers G, 

en faisant CG:d::e:b^ ou CG=-y-, et par le point G 

inenez GH= b et parallèle à AD ; tirez CH, et prolon- 
gez CF jusqu'au point I de la droite GH prolongée a 
volonté. Vous aurez CI:CF::e:£; niais GH = Z>; donc 
le triangle CGH=CAD, et les triangles ABC+CGH 
=a, c'est-à-dire, \ $XCE-K&XCI=a; donc CE+CI 

2fl 241 

=-j-. Prolongez CE yers L, jusqu'à ce que EL = -7-, 
et achevez le triangle CLM, rectangle en L, et dont 
l'angle LCM=DCF. Vous aurez CM=CG=-^,et 

LM=GI. Soit LM ou Gl=z. On aura DF:z::CD:CG, 

bz 
et par conséquent DF :z::b:e, d'où DF = — . Et puis- 

e 

qn'AC(j=d*+e*+2eX'DF=d*+e % +îbz=zb*+c*+ 

a^XBE, on aura b*+c* + zbXBE=d*+e % + *bz, et 

„, rf'+e* — £' — c* ^ d*+e* — b* — c a 
BE=— r h*. Donc — - 7 sera 

20 26 

la différence entre BE et z, ou entre BE et LM. Prenant 

d* 4-e* b*— — c* 

donc BN= , et menant MN, LN sera 

un rectangle; d'où l'on voit que pour déterminer le 
point C, il seroit inutile de calculer la valeur de z. 

Construction. Sur AB prenez BN= — -- * *- 
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en dehors, si cette valeur est positive, et du coté opposé 

» 1CL 

si elle est négative. Elevez NM = -y-et perpendiculaire 

de 
sur AN ; du centre M aveele rayon -y-, et du centre B 

avec le rayon c, décrivez deux cercles qui se couperont 
en C , et achevez le quadrilatère ABCD. 

Corol. Les angles BCE, MCL, CBE, CML, valent 
ensemble deux angles droits , [ parce que les deux trian- 
gles BCE, CLM, sont rectangles en E et L] : mais les 
angles BCE^ MCL , BCM, font deux angles droits j donc 
l'angle BCM = CBE -f CML : mais l'angle CDF = CML; 
donc BCM = CBE+CDF. Or, CBE + CDF = BAD+ 
BCD ; donc BCM= BAB+BCD : mais la valeur de NM , 
et par conséquent celle d'ABCD, sont les plus grandes 
lorsque BC et CM sont en ligne droite ; donc la va- 
leur d'ABCD est la plus grande qu'il soit possible, 
lorsque les deux angles BAD, BCD, font ensemble deux 
angles droits, c'est-à-dire, lorsque le quadrilatère peut 
être inscrit dans un cercle. 

X. Construire— 7- . 

de 

Après avoir trouvé une droite = — , c'est-à-dire , une 

quatrième proportionnelle kd, b, a, cherchez une autre 

ligne qui soit à — comme c est à e : cette ligne sera = 

ah c 
~d X T 

XI. Construire j^. 
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Faisant un parallélogramme ex=b*+cd, on conf- 

* • al • "* 

truira-qaisera=j rj: ^. 

a*b 

XII. Construire » 3 ^> 

Sur la base c on fera un parallélogramme ce=rf% 
et on aura c 3 4-rf 3 =c 3 +ccJ=c(c a +Je). Faisant un 
parallélogramme fg=c*+de, on aura cfg=c (c % +de) 
> . « « 3 ^ « 3 £ a 3 ^ £ 

c 3 ^^ c/gr c/ g 

a* 

XIII. Construire 



bcd+e+f* m 

Pqîs< i u€ Acj+a+/4 est = ^x i +«x- x « x i +y* 

g'Xi <£ 

n'aura qu'à construire celle de oes expressions que Ton 
youdra. 

XIV. Construire l'équation x*+px=zr, c'est-à-dire, 
trouver la valeur de x 7 lorsqu'on connoît celles àep etr. 

« Soit ARune droite quelconque , que l'on nommera. 
r. Sur ASL prolongée de part et d'autre, prenez KB= 

J- vers A, si p est positif, et en sens contraire, sip est 

négatif; coupes AB en deux parties égales en C, et 
du centre K avec le rayon KC décrivez le cercle CX; 

inscrives dans ce cercle la droite CX=— ; prolongez 

CX de part et d'autre, et tirez AX; prolongez de même 
AXj entre CX et AX inscrivez EY=CA , de sorte que 
EY prolongée passe par le point K : on aura ar=;XY. 
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Pour démontrer cette construction , nous établirons 
d'abord les trois le m mes suivants. 
Lem. 1. YX:AK::CX:RE. 

Car menant RF parallèle à CX,les triangles sembla- 
bles ACX, ARF, et EYX, EKF, donneront AC:AK:: 
CX.RF, etYX:YE::RF:RE, c'est-à-dire, YX:AC:: 
KF:RE; doncACXKF=AKxCX=YXxEK; donc 
YX:AR::CX:RE. 

2. ^ YX:AK::CY:AK+KE. 

De ce que YX:AK::CX:RE, il s'ensuit YX:AR:: 
YX+CX:AR+RE, c'est-à-dire, YX:AR::CY:AR+ 
KE. 

3. RE— RB:YX::YX:AR. 

K étant le centre du cercle CX, la perpendiculaire sur 
CY, menée par le point K coupera CX en deux parties 
égales, et par conséquent j CXXaCYzrzCRqr+CY^.- 
KY^doncYKr/— CR7=CY 9 — CYxCX=CYxYX; 
ce qui donne CY:YR— CR::YR+CR:YX; mais YK 
— CR=YR— YE+CA— CR=RE— BR, et YR + 
CR=YR— YE+CA+CR=EK+AR r donc CY:RE 
—BR::RE+AR:YX, et par conséquent CY:RE+AR:: 
KE — BR:YX ; mais le lemme 2 donne CY: RE +AR:: 
YX:AR; donc RE— BR:YX::YX:AR. 

Démonstration de la construction. Le lemme 3 donne 
KE— BK:YX::YX:AR, d'où RExYX— BRXYX: 
YXqr::YX:AR; mais le lemme 1 donne RExYX= 
ARXCX,- donc ARXCX— BRXYX:YX 9 ::YX:AR, 
et par conséquent AR9XCX— ARxBRxYX=YXc. 

Substituant x, n, -£,~ , à la place de YX, AR, BR, 

n 7 n % r 

CX, dans cette dernière équation } on aurar— px-^x 1 , 
ou x* +px=r » . 
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LIVRE XIV. 



DEFINITIONS. 

I. Lorsqu'on rapporte une ligne quelconque, si- 
tuée sur un plan , aux côtés d'un angle rectiligne tracé 
à rolonté sur le même plan , et qu'on donne le nom de 
base à l'un des côtés de cet angle , on appelle ordonnée 
de la ligne dont on parle, toute droite parallèle à l'au- 
tre côté, comprise entre la base et le sommet du même 
angle. En pareils cas , la portion de la base comprise 
entre l'ordonnée et le sommet, se nomme abscisse; 
l'abscisse et l'ordonnée sont deux coordonnées ; le som- 
met s'appelle V origine des abscisses; et l'équation qui 
détermine l'une des coordonnées , lorsqu'on donne la 
yaleur de l'autre, est V équation de la ligne proposée. 

II. Si l'origine des abscisses est un point commun à la 
ligne proposée, on la nomme sommet de la base et de 
la ligne proposée. 

III. On donne le nom d'axe à toute base perpendi- 
culaire aux ordonnées. 

IV. Soient x,jr, les coordonnées ; a, 6, 7, S, etc., des 
nombres quelconques positifs ou négatifs, ou des zéros; et 

o=a+6x-f-&r*-f-7);r* -f-etc. 

+Tjr+zxjr+9x*jr+etc. • 

+^7"* +ixjr* +etc. 

+K/* 3 -f-etc. 

+etc 
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l'équation d'une ligne proposée. Si le nombre de ter- 
mes en est fini, la ligne sera algébrique , et du premier 
ordre, ou -du second, ou du troisième, etc. , selon que 
le nombre de facteurs x ony, ou x etj-, sera i,ou2, 
ou 3, etc. , dans le terme où il y aura un plus grand 
nombre de ces facteurs. 
» V. Le solide terminé par une figure plane proposée, 
et par la surface qu'une droite infinie dccriroit, en par- 
courant de l'un de ses points le périmètre de la figure 
proposée, et en passant toujours par un point donné 
hors du plan de cette figure, s'appelle pyramide. La 
figure et le point donné sont la base et le sommet de 
la pyramide. 

VI. Si la base est un cercle , la pyramide prend le 
nom de cône; et si un plan coupe la surface du cône 
sans passer par son sommet, la ligne d'intersection qui 
en résulte s'appelle section conique. 

VII. La section conique qui renferme un espace 
quelconque sans être cercle, s'appelle ellipse; celle 
qui a quatre brandies infinies, s'appelle hyperbole , 
et celle qui n'en a que deux, parabole. 

VIII. La ligne droite, qui divise également toutes 
les cordes parallèles à une même corde, se nomme 
diamètre. 

IX. Et si en outre elle les coupe perpendiculaire- 
ment, on la nomme axe principal ; et pour lors le 
sommet de la ligne prend aussi le nom de sommet 
principal. 

X. Lorsque deux abscisses, coupées sur un même 
diamètre, sont égales et contraires 7 et répondent à qua- 
tre ordonnées égales, deux d'un côté, et deux de l'autre 
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du même diamètre, l'origine de ces abscisses s'ap 

centre du diamètre. 

XI. Les diamètres , dont l'un divise également tonte 
corde parallèle à l'autre, sont deux diamètres con- 
jugués. 

XII. Le point où tous les diamètres se coupent ré- 
ciproquement; s'appelle centre de la ligne. 

PROBLÊMES. 

1. Trouver l'équation de la ligne droite. 

Soit AB la droite proposée. Marquez-y deux points 
A, B, à volonté, et de ces deux points baissez les per- 
pendiculaires AC ; BD, sur une droite quelconque CD. 
Supposez AC=a, BD=&, CD=c, CE abscisse quel- 
conque = x, l'ordonnée EF=r^ 7 et vous aurez c:£— 
a\\x\y — a; d'où cjr — ac={b — <*)x, et o=ûc+ 
(b — a)x — cjr. 

Scholies. i. Si CD étoit parallèle à AB, on auroit 
o=ac — cy , etjrz=a. 

2. On démontrera facilement que la ligne du premier 
ordre est une ligne droite , tout comme Ton vient de 
démontrer que la ligne droite est une ligne du premier 
ordre. 

3. On donne le nom de courbe à toute ligne qui 
n'est point droite; et c'est pour cela que les géomètres 
appellent les lignes du second ordre, courbes du pre- 
mier genre; les lignes du troisième ordre, courbes du 
second genre, et ainsi de suite. 

II. Trouver l'équation de la section conique. 
Soient D le sommet de la section conique ABC, faite 
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par tin plan non parallèle à la base du cène j AECF une 
seconde section parallèle à la même base ; et AC l'in- 
tersection des plans ABC , AECF : que Ton mène la 
droite EF perpendiculaire sur le milieu d'AC, et les 
droites DE, DF, BG, étant l'intersection des plans ABC; 
EDF, on démontrera facilement qu'AECF est un cer- 
cle , que EGF en est le diamètre ; que le plan EDF 
passe par le centre de toute autre section circulaire pa- 
rallèle à AECF, et que par conséquent ce plan divise 
également toutes les cordes parallèles à la corde AC. 
Désignons l'abscisse x par BG ; l'ordonnée y par A G, et 
BD par a. Puisque les angles des triangles BFG, DEF, 
sont donnés , les rapports de leurs côtés seront connus , 
et on aura GF*=:mx, BF=nx, EFt=/?XDF=^(a+ 
nx) = pa H- npx , et par conséquent EG =pa+ npx — > 
mx: mais AGgr==EGXGF$ donc y*=mx(pa+npx 
— mx), ou ot=mpax>hTn(np — m)x % — jr*. 

CoroL 1 . Toute ligne dont l'équation est de la forme 
o=6;r+&£ a +?j*% sera une section conique, que l'on 
pourra construire dans le cône, en transformant cette 

équation eno= — y x — y x% — ? '> et en ** com P a '" 
rant ainsi a l'équation o=mpax+m (np— m) x* — y* 7 

. . ' m%— $ \ ti6 ■ . 

ce qui donnera p= ^ — , eta=r- — -=r. Faisant 

^ r mn\ ' o — m% 

donc l'angle AGF droit, et prenant l'angle AGB des co- 
ordonnées dans un plan différent d'AGF, coupez GB, 

GF BF 

GF, par une droite DF, et supposez ttr = *», et^r 

5=/i; prenez BD— ^ ^: le point D sera le sommet 
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YlpY * 

du cône. Prenez encore FGE = — - „ - X DF : la droite 

TO/lt, 

FGE sera le diamètre d'an cercle dont le plan doit être, 
ou parallèle a la base , on base do cône. Cela posé , si 
l'angle GBF rend &-*-m*£=o, il faudra en construire 
un antre , et la nouvelle valeur dew, qui en Tiendra , 
satisfera à la question. 

2. Toute ligne du second ordre est une seclion conique. 

Pour le démontrer, soit ABC un arc proposé d'une 
ligne du second ordre ; menez les cordes parallèles AC, 
BD, dont l'une par les extrémités de l'arc, et l'autre 
dans l'intérieur du segment; divisez- les également en 
E, F, par la droite EFG. £oit G le point où cette 
ligne rencontre l'arc. Prenant GEA pour angle des 
coordonnées , GE pour base , et G pour sommet, l'équa- 
tion générale aux lignes du second ordre, devra donner 
pour l'ordonnée AE deux valeurs égales et contraires, 
correspondantes à l'abscisse GE, et autant de valeurs 
égales et contraires pour FB , correspondantes à l'abs- 
cisse G F : mais GE, GF, sont deux abscisses quelcon- 
ques; donc l'expression de jr , déduite de l'équation 
générale, devra donner pour jr deux valeurs égales et 
contraires, quelle que soit l'abscisse x, depuis o jusqu'à 
GE. Or l'équation générale du second ordre, o==a+ 

6x+Tjr+ix* + txjr+ty* 9 donne jr = ZZlZZlf. + _L 

=o; car autrement les dent valeurs de j^ ne 

jeroient pas égales et contraires. Mais on peut satisfaire 
à la condition ^ = o ; soit en supposant^ = ^^ 
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«oit ew mettant o à la place de 7 et de t; et la supposi- 
tion de x == — --est impossible , puisqu'il n'y auroît 

alors qu'une seule abscisse —~-, susceptible de deux 

ordonnées égales et contraires; donc 7=0, et e — o 
ce qui réduit l'équation générale à la forme o = a+6# 
+ &r*+^: mais x=o rend y—o [const.Jj donc a 
t=o, et par conséquent l'équation de l'arc ABC sera o 
= 6x+5x 9 +Çj a ; ce qui prouve qu'ABC est une.sec- 
tion conique [14. 2. corol. a], 

3. Toute droite qui divise également deux cordes pa- 
rallèles est un diamètre. 

On démontrera ce corollaire comme le précédent 
mais sans supposer qu'AB, CD ; soient deux parties 
d'un même arc, ni que la base rencontre la courbe. 
Cette remarque est d'autant plus nécessaire, que l'hy- 
perbole a des diamètres qui ne sauroient la rencontrer. 

4- L'expression j- = ZO-Tpf ± J_ y ( ^ _ ^ + . 

2(e 7 _ ag£) x + ( e* — 4«Ç ) a-% fait voir que la courbe est 
une parabole, lorsque e a — 4$Ç=o; hyperbole, lorsque 

e* — 4^ est positif; et .ellipse ou cercle, lorsque £* 

4&Ç est négatif. 

Soient d'abord e a — -4$Ç, A, B et C, des nombres po- 
sitifs. Supposant +'A=7 a — 4«^, ±"6 = 2(76 2€£) 

et + C = s a — 4^? on réduira l'expression de y à j- = 

— ^ ±^v/(± ,A ±"B*+C**),et il n'y aura point 

de valeur de x, >— -f- ^- ; e t > 1 , et par conséquent >' 
A B 

Cr + C ' qui ne rende Cx *> A + Ba? ; et c * a > ± >A ± ,r 4 

13 
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Bx: mais quel que soit x, positif ou négatif, Cz* est 
toujours positif; donc +'A±"Bx+Cx* sera toujours 
positif, quelle que soit la valeur de x. Or, chaque va- 
leur de x qui rend +'A +"Bx+Cx* positif , donne deux 
valeurs réelles de y; donc la courbe aura deux bran- 
ches infinies du côté de x positif, et deux autres du 
coté de x négatif. 

Lorsque e*— 4S^=C devient =o, on trouve ^= 

— T— g3f _ + -î- v/ ( +'A±"Bx) , et il n'y aura point de 

valeur positive de x > jT*!*" nc rende +'A+Bx posi- 

A 
tif , ni de valeur négative de x > ç, qui ne rende +'A 

-~Bx positif. La courbe aura donc deux branches infi- 
nies : mais elle n'en aura que deux; car x positif et > 

A A 

~- rend +'A— Bx négatif; et x négatif et > ^ rend+* 

B ** 

A +Bx négatif. 

Soit e* — 4*Ç négatif, et A, B, C, des nombres posi- 
tifs, etsupposons +'A=7 a — 4«£, +"B = 2 (76—26!:) 
et — C = e a — 4<*ï : il n'y aura point de valeur de x , > 1 

€ t > - T" qui ne rende Cx a >A+Bx, et par consé- 
C 

quent +'A+"Bx— Cx" négatif; doncj-| = ~ 7 ~** 

4- — y/ ( +' A +"Bx— Cx a ) sera imaginaire, quelle que 

soit la valeur de x positive ou négative; car — Cx a de- 
meurera toujours négatif. Donc la courbe ne sauroit 
avoir ici des branches infinies, et par conséquent elle sera 
jbn cercle ou une ellipse, puisqu'il suit de la formation 
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même des sections coniques sur la surface du cane , que 
toute section qui n'est pas infinie, entoure nécessaire- 
ment un espace, et devient par cela même un cercle ou 
une ellipse. 

5. L'équation o=a+6#-f xr+fo^+ay appartient à 
l'hyperbole. 

Car désignant par #, y, les coordonnées AB, BC, si 
Ton change d'angle, en désignant par z, u, les nouvelles 

BD BC 

coordonnées CD, AD, et en faisant--^ = m, et -7=-= h 

on aura x=zu — mz,etj'=7iz* Substituant ces valeurs 
Aex,y y dans l'équation proposée, il viendra o=a-f- 
€i#+ (f/i — Sm)z+^ 4 +(" — 2$m)uz-\- {dm — n)mz*i 
mais {n — zdm)* — ^d {dm — n)m=n* f ne peut être 
que positif; donc la courbe sera une hyperbole [co- 
rol. 4]- 

6. L'équation o =k+£x+*(j'+ x% appartient à la pa- 
rabole. 

Car substituant u — mz au lieu de x 7 et nz au lieu 
de y y on a o = a + 6«-f- (7/1 — 6m) z-fru* — 2muz+ 
m*z* équation à la parabole, puisque ( — am)' — 4X 

7. Si Ton prend sur le même diamètre, sans rien 
changer à l'ordonnée, une nouvelle origine des abscis- 

6es, et si l'on substitue u à la place de x-\ — - et h - 

a la place de a:, l'équation o = a + Sx + Sx* +jr % , crut 
n'appartient qu'à l'ellipse ou à l'hyperbole, et qui in- 
dique que la base divise également les cordes parallè* 

6* g* 
les, viendra de la forme o=?a ^ + 7^ +du*+jr*} 
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Ô'où îl résulte qu'à deux valeurs de u, égales et contrat» 
res, répondent quatre valeurs de j-, égales et contraires 5 
Ôeux de l'un des côtés du diamètre, et deux de l'autre. 
Il y a donc un centre dans tout diamètre de l'ellipse ou 
fle Fhyperbole [14. déf. 10], et ce centre est l'origine des 
abscisses d'une équation de la forme orra+^'+j'- 

8. Soient AB un diamètre quelconque de l'ellipse ou 
de l'hyperbole, o=a+8x*+r* l'équation, AB=;r, 
BC=f, et supposons qu'AB n'en soit pas un axe. Pre- 
nez AD = 1 , et élevez DE perpendiculaire sur AD ; tirez 
la droite AEFj du point C tirez CF perpendiculaire à 
AF, et CG perpendiculaire à ABG; et supposez CG = 

Z ,BG=^,AE=s,DE=f,AF= M ,ctCF=z; le* 
m 7 m 

triangles semblables ADE, AGH, CFH , donneront CH 
s==5z, FH = fz, et par conséquent AH = u — tz > AG=z 

. , GH= : doncCG= \-sz=2 

s s s s s s 

tu (5* — t*)z tu z , mtu 
— -|- - =r= h — , et par conséquent j'- = 

mz n „ ntu nz , u tz ntu 
+ — , et BG = h — ; donc <r = . 

s s s $ s s 

nz 1 — nt n + t „ _ . , _ 

*— — = — u z. Substituant ces valeurs de 

s s s 

x etjr dans l'équation proposée, on aura 0= a+ — (S— ~ 

an^+^^+wVV- ^(rtS-f^—, n *dt— n$t*~ toV) 

uz+ ± ; (n*$+2n$ù+ &f a -fm a ) z\ Supposons DE termi- 
née de telle manière que t rende nd+St — n % dt — n$t* — 
m*t=o, et divisons par - (/2 a $-f27i&*+$f a +m a ) l'équa- 
tion précédente j elle reviendra à la forme o =&+&»* 
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+y x : donc AF sera un diamètre, et par conséquent 
un premier axe, comme étant perpendiculaire à l'or- 
donne'e CF* La détermination de t sera toujours pos- 
sible, parce que n$ + $t — n*$t — n$t* — nft = o> 

donner -^ ±v/(( M> ) +■), 

valeurs toujours réelles. Désignons Tune de ces valeurs 
par DE , et l'autre par DT ; le produit de ces deux valeurs, 
«era — i ; faisant donc abstraction du signe — , on aura. 
DE:DA::DA :DI; mais les angles enDsoîit droits; donc 
ADE, ADI, seront des triangles semblables, et par con- 
séquent l'angle DAI— AED, et l'angle EAI droit; donc 
le centre d'un diamètre quelconque de l'ellipse ou de 
l'hyperbole, est aussi le centre de deux, axes principaux 
qui s'y croisent perpendiculairement.. 

9. L'équation o = a+x 2 +j" 2 appartient évidemment 
au cercle, toutes les fois qu'on suppose a négatif, l'an- 
gle des coordonnées droit, et y/ — a le demi-diamètre., 

10. L'angle des coordonnées étant droit, l'équation, 
= a+&r-|-xr+# a +J* a appartient au cercle -, car faisant 
x=zu — ^6, etj-—z — *^, ce qui n'altère en rien l'angle 
des coordonnées, l'équation se réduit à o = A-f-.r a +j-\ 

11. Soit AB une abscisse- u coupée sur u« diamètre* 
et BC la moitié z de l'une des cordes divisées également 
par l'abscisse AB. L'équation entre u et z sera o=A-f> 
B#-r-D«*+Fz*. Que Ton change d'ordonnée, en posant 
GD=j-, l'abscisse AD=#, z=mj-, BD=/ij-, et paf 
conséquent u=x — nyi on aura o=A +l$x — nBy + 
Dx* — ztiDxy H- (rc 2 D + m 3 F) f 1 équation aux nouvelle» 
coordonnées. 

Comparant celle-ci à l'équation générale o=a+o^-f : 
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*r+Hx* + txr+Zy*, on verra facilement à quelles con- 
ditions la base de celle-ci sera an diamètre. Voici ces 
conditions : Si le terme ijr manque dans F équation , il 
faut que le terme 6r y manque aussi, pour que la base 
en soit un diamètre; si Gx existe, et yr manque, %xy 
doit manquer aussi; si les termes &r et fjr existent 

tous les deux, il faudra que 6 soh = — ^-; et si Sx* man- 
que, zxy manquera aussi. Pour que Gx disparoisse, il 
faut qu'il n'y ait point de Bu dans l'équation o=A + 
Bw-f Dw*-i-Fz a ; ce qui ne peut arriver que lorsque le 
centre de la base devient l'origine des abscisses. 

12. Les droites qui passent par le centre d'un diamè- 
tre de l'ellipse ou de l'hyperbole, sont elles-mêmes des 
diamètres; mais il faut en excepter deux dans l'hyper- 
bole, qui ne sauroient la rencontrera quelque distance 
qu'on les prolonge, et sur lesquelles il est toujours pos- 
sible de baisser de quelque point de la courbe une per- 
pendiculaire plus petite qu'aucune droite proposée. 

En effet, soient A le centre d'un diamètre de l'ellipse 
ou de l'hyperbole; AB un axe principal; BAC un angle 
quelconque différent d'un angle droit; DB une ordon- 
née quelconque perpendiculaire à AB; DC perpendicu- 
laire à AC; AB=X; BD=j-; AC=I/;CD=Z; AF=I; 
FG=f, et perpendiculaire sur AB; AG=s: on aura 

DE=sz; CEr=rz; «— te=AE==ar; x= — u Z) 



OT t t* t t* t i 
Bkj=txz=— u z: r=— U z+$Z=r— -uA 2 



s s 

s s' '" s s s ' s 

l parce que s* — *■= i ]. Soit o = A + T}x % +y A l'équa- 
tion entre les coordonnées AB, BD. Substituant à la 
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place de x et jr leurs valeurs trouves, on aura o=A 
(** + + (D+^)m» — a (D— i)tuz+ (D^»+.i)z% 
pour l'équation entre les coordonnées AC, CD:;, d'où; 
Ton voit que la base AG est toujours un diamètre ^ ex> 
cepté dans le seul cas oit D-f-^^sat mais, çeU&eQndU. 
tion , par cela même que C est toujours positif^ no peutt 
avoir lieu que lorsque D est négatif; et D. ne peut de-- 
venir négatif, que lorsque la courbe est une hyperbole,, 
ce qui est facile à déduire du corollaire 4 ; on» ne pourra; 
donc tirer par le eentre du diamètre de l'hyperbole^ 
que deux droites,, qui ne seront pas des diamètres.; et les 
positions de ees deux droites se trouveront déterminée» 
par les deux valeurs de t [*==± y/ — D], déduites da> 
la condition D+f*=o. 

Puisque D= — 1 % réduit l'équation ci-dessus à o=A 
(/* + ! ) — 2 (D — \)tuz+ (D* a + i)z a , appartenant à ht 
base qui n'est pas un diamètre , on aura dans ce cas z=z 
D— i , y (D — QVit*— (b*»+QA(*»+i) # 

RqT m± v (D/Hir ' * * 

2(D — l)tt ' ^ 

née js ne cessera d'être possible que lorsque (D/* + i) À 
(f a + 1 ) étant positif, on pren dra u < ' IfTZ ) » 

€t qu'il n'y a point de valeur de z qui ne soit une ordon- 
née. Quand on a D* a :t= — i , l'équation devient o=À 
(t*.+ i) — 2(D — )tuz; d'où l'on voit que dans cette 
hypothèse, il n'y a point de valeur de u à laquelle ne 
réponde une ordonnée, ni de valeur de z qui ne soit une 
ordonnée. 
Scholie^ Les deux droites qui se rapprochent de 1* 
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courbe sans l'atteindre, s'appellent, par cela même, 

des asymptotes. 

i5. Le centre d'un diamètre quelconque de l'ellipse 
ou de l'hyperbole est le centre de tous les diamètres 7 
et par conséquent celui de la courbe. 

Soient, s'il est possible, A et B les centres de deux dia- 
mètres. La droite A B, menée par ces deux points, sera un 
diamètre ou une asymptote. Soient d'abord A B nn diamè- 
tre et CD la moitié de Tune des cordes parallèles , qu'AB 
doit diviser en deux également. Prenez AE=AD, BF 
=BD, et menez EG ainsi que FH parallèles et égales 
à CD; il suit du corol. 8, que les droites EG, FH , sont 
les moitiés de deux cordes parallèles à CD. Supposons 
AD = .r, CD=j*, et o = a+^a ,s + 4 r a l'équation. Par la 
construction, on doit avoir des valeurs égales de j" cor- 
respondantes à des valeurs inégales de x, ce qui est 
Contraire à l'équation; donc AB n'est pas un diamètre. 
Supposons AB une asymptote, et soit I un point de la 
courbe. Menez IL perpendiculaire à AB, et prenez A3VI 
r=AL; menez MN perpendiculaire à AB, et = IL j le 
point N appartiendra à la courbe, ce qui est facile à 

, ,, . , „ , . A(t*+i)+(Di % + i)z* 
déduire de 1 équation u= — =jr , trou- 

^ 2 (T) — ) tz ' 

vée dans le corollaire précédent. Coupant BO=BL, et 
menant OP=IL et perpendiculaire à AB, on démon- 
trera de même, contre la môme équation, que le point P 
appartient à la courbe , et que des abscisses inégales 
correspondront à des ordonnées égales. Il est donc im- 
possible que deux points A , B, soient à la fois l'ori- 
gine d'une équation de la forme o=a-^■$Jr*+^*• ; d'où 
il s'ensuit que deux diamètres de l'ellipse ou de l'hy-r 
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perbole ne peuvent avoir qu'un seul et même centre. 

14. ke calcul du corol. 12 s'applique au cercle, 
en faisant D= 1 , ce qui détruit le terme — 2 (D — 1 ) 
tzu de l'équation relative à la base AC, et fait voir que 
toute droite qui passe par le centre du cercle, est un 
axe principal. On ne sauroit donc avoir D= 1 , ni par 
conséquent — 2(D — \)tuz=o , lorsque la courbe est 
une ellipse ou une byperbole; ce qui prouve que cba- 
cune de ces deux courbes n'est susceptible que de deux 
axes principaux. 

III. Cinq points d'une section conique étant donnés, 
déterminer la courbe. 

Soient A , B , C, D , E , ces points. S'il y en avoit trois 
en ligne droite, la question seroit impossible; il faudroit 
alors que l'expression de l'ordonnée fût susceptible de 
trois valeurs, tandis qu'elle n'en admet que deux. On 
pourra donc supposer que les deux droites AD, BE, 
menées par deux de ces quatre points, se rencontreront 
en F, et conduire par le cinquième C la droite CG paral- 
lèle à BE, qui rencontrera AD dans un point G. Soit A 
l'origine des abscisses , AD la base, et AFB l'angle des 
coordonnées. L'équation de la, courbe sera o=zx+*{f 
4-5x* + e^7*H-^7* a î car l'origine A de x et y étant la 
même, on doit avoir j-=o, lorsqu'on suppose x=o-, 
ce qui ne peut avoir lieu que lorsque le terme a man- 
que. SoitAF=tf,BF=:£,AG=c, CG=d, AD=e, 
EF==/I Supposant x=e, et j-=o, il viendra o=e+ 

$e % , et par conséquent &== : donc o = x+iy — • 

— x*+ea^+Çj- 9 . Substituant, dans cette expression, c 
au lieu de x } et d au lieu de^ ; on trouve o=c+7</— « 
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c* 

\-ç,cd+X>d' 1 ; substituant a au lieu de x ,e\b au lievt 

6 

à* 
àey, on trouve o=a+7& \-iab +%b*} et snbsti- 

tuant a k x et — / à y [on écrit — f, parce que la di- 
rection de cetle ligne par rapport à la base, est con- 

a» 
traire à celle de b"] 9 il Tient o=a — yf &<*/+%/*• 

Moyennant ces trois équations , on trouvera les coeffi- 
cients f, i,%>, suivant la méthode prescrite à la fia da 
iiv. X, et la courbe se trouvera déterminée. 

Scholles. i . Mettant e au lieu de x, et an lieu de 

X, on aura o=c+-^r— e+zejr+X>jr* 9 et^= — ^ , 

valeur de la seule ordonnée qui corresponde à l'abs- 

— .7 — te 



cisse e, l'autre étant nulle. Si Ton prend DH = 



et parallèle à BE, le point H sera un autre point de la 
courbe; et divisant DH et BE en deux parties égale» 
en I et L, la droite LI, qui joint I, L, sera un dia-* 
mètre. 
a. L'équation y—ZZlZlî!± jW((«*— 4^)x»+a 

(7e— 2Ç ) ar+7») ; fait voir que i~v/((e» — 4*Ç) *»+a 

(7e — 2^) x+y % ), expression de la différence entre les 
deux ordonnées qui correspondent à une même abscisse 
x y est la valeur de la corde terminée à leurs extrémi* 

tés: on aura donc -^- \/(( 6V — 4^) x *+ 2 (ï s — 2^)*+ 
•£)~b — (— f)=zb+f=zJ$E, et par conséquent x=* 



Digitized by VjOOQ IC 



livre xir. 187 

^jf±^ 6 ,_^j+ ,,_ 48Ç Jusque 

Tune de ces valeurs de x doit être = a, coupez AM 
égale à l'autre, et tirez MN parallèle à BE. La droite MN 
rencontrera le diamètre LI dans un point O, et c'est 
sur MN que doit être située une corde égale à BE$ donc 
le point P, milieu de LO, sera le centre de la courbe. 

3. Si l'on tire par le point P la droite QR parallèle à 
BE, les droites LO, QR, seront deux, diamètres conju- 
gués; car prenant ON = OS = LE, on aura deux 
points N, S, qui appartiendront à la courbe ; et joignant 
RN , ES, le parallélogramme BNSE sera partagé par les 
droites LO, QR, en quatre parallélogrammes semblables 
et égaux,- d'où il suit que chacun des diamètres LO, 
QR, divise également toute corde parallèle à l'autre. 

4. Soient LO la base,P l'origine des abscisses, et BLP 
l'angle des coordonnées, et supposons o=A-+-nr a 4-j* a ; 
g=PI } h^Ill-, *=PO; et Z=NO : on aura o = A 4- Dg* 

4-/*% et o = A-frU'* + Z*; d'où D = - r , et A = 

— — . Les coefficients D, A , une fois trouvés, on 

g 9 — 1* 9 ' ' . 

déterminera facilement les sommets des diamètres con- 
jugués, en faisant successivement x=o, etj- = 0} car 

A 

j- = o donnear^ + y/ — -=r, et x=o, donne J"= + 

y/ — A; prenant doncPT=PV= v /— —, les points T, 

V, seront les sommets du diamètre VPT; et prenant PQ 
= PR = y/ — A , les points Q, R, seront ceux du diamè- 
tre QPR. Dans l'ellipse on trouve toujours quatre som- 
mets; parce qu'A est négatif ; et D positif: mais daris 
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l'hyperbole, Fan des diamètres a des sommets , et l'an- 
tre n'en a point; car D étant négatif, et A positif 

\ 

ou négatif, l'une ou l'autre de ces expressions y/ ^ ■ 

et y/ — A, deviendra nécessairement imaginaire. 

5. Au lieu de l'équation o=A+D:r*-f-j-*, on pourra 

/'* 
employer j-*=b* x* pour l'ellipse, et^*= + &'■+■ 

— x 1 pour l'hyperbole j et si , suivant l'usage, on donne 

le nom de diamètre à la seule droite qui est aussi une 
corde, ces deux équations fourniront aa, ib , pour les 
diamètres conjugués de l'ellipse , et la^/ + 1 , nb y/ + 1 
pour ceux de l'hyperbole. On ne sauroit donc dire avec 
propriété qu'il y ait dans l'hyperbole des diamètres 
conjugués : cependant les géomètres sont dans l'usage 
de donner à f ia et 2 b les noms de diamètres conjugués 
de l'hyperbole, en plaçant l'un deux a l'endroit qui lui 
conviendrait, s'il s'agissoit de l' ellipse, c'est-à-dire ^ 

comme si 1 équation etoitj-* =6* -;r\ 

6. La position des axes principaux se trouve moyen- 
nant le calcul du corol. 8 du problème II de ce liv.. 
XIV , ou plus simplement de la manière qui suit. 

Soit AB un diamètre quelconque de l'ellipse, C le cen- 
tre, et CD le demi -diamètre conjugué à AB. Joignez 
AD, et prenez CE=CD; prolongez CD Jusqu'à ce que 
CG=CA, et menez EF parallèle à AD ; do centre G 
avec le rayon GC, décrivez le cercle CH qui coupera 
CA en H, et faites CI=FG; joignez HI, et menez CL 
parallèle à HI et égale à CD; divisez l'angle DCL eu 
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deux parties égales par la droite CM : cette droite sera 
un axe de la courbe. En voici la démonstration. 

Tirez LN parallèle à CD, et LO, GP , perpendicu- 
laires à AB; prolongez CD, LC, en prenant CQ = CD, 
et CRî=CL; joignez DL, QR, et supposez AC = a 7 

b* 
CD=& : on aura CF= — , et par conséquent FG = 

CI = a — — : mais CH : CI:: CN:LN donne (a— — ) 

XC^ = CHxLN ; oubien^i — ^CN(7=-^5^i^ 

XCN ; et ona^CH^CP^ donc a:\CR :: LN:NO ; 

d'où Ton tire (1 — *Ç\ X CN 9 = 2NOXCN : or W 

[=CL47]=L%-f-C% — 2NOXCN, donne LN</ + 
CN 9 — b* = 2NO X CN ; donc Use/ + CNq — b* = 

(b* \ b* 
1 ) X CN</ -, et par conséquent LN<y = b* -X 

CNq - y d'où il s'ensuit que le point L appartient à la 
courbe, aussi bien que les points Q, R : mais la droite 
CM est perpendiculaire aux deux cordes parallèles DL, 
QR, qu'elle divise en deux également; donc CM est un 
axe principal. 

Quant à l'hyperbole, on peut y adapter la mime 
construction et la même démonstration, en prenant 

b % 
CI = aH , et en désignant par b le vrai demi-diamè- 
tre, c'est-à-dire, celui qui rencontre la courbe. 

7. Pour déterminer la parabole, il suffit de quatre 
points donnés; car de ce que la courbe est une para- 
bole, on tire d'abord s a = 4£$; et prenant l'un des quatre 
points donnés pour origine , on aura trois équations de 
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plus pour les trois autres, c'est-à-dire, autant dV'qua> 
tions qu'il en faut pour déterminer les quatre coeffi- 
cients i, S, z, Ç. 

8. Continuant de raisonner de même, et faisant atten~ 
tion au nombre de termes dont chaque équation algé- 
brique est composée , on trouvera que pour déterminer 
une ligne du premier ordre , on n'a besoin que de 3 
points ; qu'il en faut 5 pour déterminer la ligne du se- 
cond ordre, 9 pour la ligne du troisième, i4 pour le 
quatrième, 20 pour le cinquième, 27 pour le sixième, 
ainsi de suite. Les nombres 2, 5,9, 14, 20, 27 etc., 
reviennent à ceux-ci , 2, 2+5, 5+4; 9+5 j ! 4+^? 2 <> 
+7 etc. , qui indiquent assez clairement la loi de leur 
progression. 

9. Supposons AB une parabole , et AC un diamètre 
qui ne soit pas axe principal. Désignant la demi-corde 
BC par^r, et AC par x, l'équation de la courbe sera jr* 
s=zax [14. 2. corol. ]. Soient AD, DE, deux droites 
dont AD parallèle à BC. Menez DG parallèle AC, BE 
perpendiculaire à DE , et BF perpendiculaire à DG. Soit 
BE=z,DE=w,AD=p,etFG:BF::<jr:i, BG.BF:: 
r:i, DH:DE::5ii,EH:DE::f:i j on aura EH = f«, 

DH=*a, BK—z — tu,BF=±z— — u,FK = -z 

7 ' s s 7 s 

-~w, FG=- L - z — — w, x^zsu H — *— u+J-z 

s ' s s 7 s s s 

qt i—qt q+t r rt 
. — -*- w= ,-£-.«+ -2 z; BG= — z ui yz=p 

s s s ' s s 7J r 

rt r „ - . 1 — qt . q + t 
•— — k+ — z. Substituant i_ w +j z, et n— ■ • 

rr r 

— «H — z au lieu de x ely dans l'équation j^ a = or, on 
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trouvera pV — iprstu + iprsz + r* t*u* — VLt % tuz + r*z* 
«=(i — ijt) sau+(c/+t) saz; d'où il suit que [r étant 
> i], DE ne sera axe principal que lorsque f=o, 
c'est-à-dire, lorsque DE sera parallèle à AC. Faisant 
donc tz=o ? s deviendrai i, et F équation se trouvera 
ïéduite à p*+2prz+r*z*z=zau+aqz : mais pour que 
DE soit un axe principal , il faut encore que les termes 
zprz, aqz } disparaissent de l'équation; donc %pr'= t aq p 

etp = ?2. 

Corol. La parabole n'a donc qu'un seul axe principal, 
et tous ses diamètres sont parallèles entre eux. 

IV. ABCD étant un quadrilatère ou l'on suppose ÀB 
parallèle à CD, et dont on connoît le côté AB , l'angle 
ABC, et le rapport entre AD et DC, trouver le lieu du 
point D. 

Soient DE parallèle à BC, DF perpendiculaire à AB, 
AB=a, EF:ED::c:i, AD:DC::m:i , AE=:r, ED 
c=y: on aura KDq =zy* + x % + icxy = (m X DC)* = 
(mXBEj'rrmV+aro'flX+mV, et par conséquent 
o = m* a* + irrfax + ( m % — i)x* — acxy — y* , équa-» 
tion de la courbe dont un point quelconque satisfera 
aux conditions du problème. 

V. Les droites AB, AC, ne sont données que de po- 
sition, tandis que la droite DC, ainsi que sa partie CE, 
inscrite à l'angle BAC, sont données de grandeur. On 
demande le lieu du point D? 

Soient DF parallèle à AC, DB perpendiculaire à AB, 

BF 
CD=a, DE=£, AF=x, DF==y e tgp = c. Le 

rapport c étant connu , parce que l'angle BAC esS 
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donné, on aura BF = cr: or les triangles semblable! 

donnent x—EF:EF::a — b:b, et par conséquent*: 

hx &* 2&c 

EF ::a:b, et EF = -;donc **=r*-f- -r*' + — V 

maïs c étant < i , cette éqnation ne peut appartenir 
qu'à l'ellipse; donc lé lieu du point D est une ellipse. 
Si l'angle BAC étoit droit, l'équation deTÎendroit^= 

r » + ^lx* et les droites a, b, seroient les demi-axes 

principaux. 

VI. La somme des côtés AC, CB, du triangle ABC 
étant donnée , ainsi que la longueur et la position de 
la base AB, trouver le lieu du sommet C. 

Avant tiré CD perpendiculaire à AB,et divisé AB éga- 
lement en E, on fera AE=<f , AC+CB=2u?, ED=x ; 
etCD=j-;d'oiiAC?— AD<7 = BC</— BD<7,etAC<j- 
BG/=AD</ — BD? = (AC+BC) (AC — BC) = (AD+ 
BD)(AD — BD)=2e(AC — BG) = 2dX**; doncAC 

_BC=-*,et AC[=UAC+BC) + !(AC~-BC)1 
e 

du - x*, équation à l'ellipse, vu que £> «• ,ie 

point E en sera le centre, et les deux droites y/{&— 
d*),ele [qui passe par les points A, B] , en seront le* 
axes principaux. 

VIL La différence des côtés AC, CB, du triangle ABC 
étant donnée, ainsi que la longueur et la position oe » 
base AB, trouver le lieu du sommet C. 

Soient CD perpendiculaire à AB, A B divisée égalent 
en£ ; AC— CB=ae ; AB=2</, ED=# ; etCD=/ : 
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on arira \e (AC+CB)=2rfX2#; AC+CB=2f x, AC 

d , . <f 2 — e* » 
== a + - x, et par conséquent jr» *= e a — a* -f ; — j:*, 

équation à l'hyperbole, parce que rf> e. 

VIII. La droite AB étant donnée de position, ainsi que 
le point C, situé hors de cette droite, tandis que la por- 
tion DE de la droite CE, coupée par AB, n'est donnée 
que de grandeur, on demande le lieu du point E? 

Soient CA, EB ; perpendiculaires à AB, AC==d, DE 
s=&, AB=a:, BE==y: on aura ay::AD:BD, a+yi 

-r ::x:DB=^ : ,etparconséqùent^=^^ : J +jr*, 

qui revient à a*b*+2ab i j-+b*j'*z=zx*jr*+a*y'*+2ay* 

Scholie. On donne à cette courbe le nom de Con- 
choïde de Nicomède ; elle a quatre branches infinies, 
dont AB est l'asymptote ; et il est facile de déduire de 
l'équation, ainsi que de la supposition, que cette courbe 
doit avoir un nœud en C, toutes les fois que b > a. 

IX. Le cercle ABC et le diamètre AC sont donnés de 
grandeur et de position; ACD est un angle droit; AD, 
comprise entre le point A et la droite CD, coupe la cir- 
conférence dans un point quelconque B, et la droite 
AE est =2 BD : on demande le lieu du point E ? 

Si l'on tire EF, BG, perpendiculaires à AC , "on aura 
GC=ÂF. Soit AC, a ,• AF, x ; et EF, y. On a CG=ar,- 

AG=a— x ; x:j::a — *:BG; f^^\y~B&q==9 

ÀGXGC=(a— ^)a: ; etparcottséo;uento===^~x î --i 
xy\ 

i5 • 
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Scholie* Cette courbe est la Cissoïde de Dioclés. 
X. Le rapport entre les côtés du triangle ABC étant 

connu ? et la base AB étant donnée de grandeur et de 

position , trouver le lieu du sommet C. 

Soit CD perpendiculaire à AB, AB=«, ÀD=jr, 

CD=jr> AC:CB::i:m. On aura BD=a— x, ACyX 

m 9 = CBq } m*j- a 4- m\r 9 =y* + <** — 2ax+x* , et o= a* 

— aax-h (i- — m 1 ) x % + (i — m*)/*: le lieu du point G 

géra donc un cercle. 



a 



Scholie, r=o rend x =-— ; — : prenant donc AE=a 
, et AF= , la droite EF sera le diamètre 



i+m 7 i — m 

de ce cercle ; car l'équation prouve que cbaque ordon- 
née en est une demi -corde. 

XI. A étant un point quelconque d'une droite infinie 
qui passe par les points B et C, donnés de position, et 
supposant qu'AD soit perpendiculaire à cette droite, 
et moyenne proportionnelle entre les segments AB, AC, 
on demande le lieu du point D? 

Tant que la droite AD tombera entre les points B, 
C) le lieu demandé sera d'abord un cercle ; car la sup- 
position AB: AD:: AD :AC, donne AD<7=ABXAC équa- 
tion au cercle : il sera composé encore de l'hyperbole, 
toutes les fois que le point A tombera sur le prolonge- 
ment de CB ; car on aura alors AD<jr = (BC+BA )XBA, 
et par conséquent o=BCXBA+BA^ — AD<jr , équation 
à l'hyperbole. 

Scholie. Cependant , si on calculoit comme dans les 
exemples précédents , on rencontreront une solution in- 
certaine; car désignant BC par a 7 BA par x, et AD par 
y y si l'on suppose A situé entre B et C, on trouve/** =*- 
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(a— ^x)x^tax — #*, équation au cercle, dont aucune 
prdonnée ne tombe sur BG prolongée; et si Ton suppose 
A sur le prolongement de BG, on trouve j ,a =tf;r+.r a > 
équation à l'hyperbole, qui ne donne aucune ordonnée 
qui puisse tomber entre B et C ; d'où il résulte que la 
conclusion de l'existence du lieu du point D ne dépend 
ici que d'une supposition purement arbitraire. Et voilà 
encore une preuve dp ce que Ton a avancé plus baut 
£ i3. 8. schol.], savoir, que le langage métaphorique 
exposé dans les liv. VIII et XIII , et dans lequel consis- 
tent à la rigueur l'algèbre et l'analyse modernes, est 
sujet à des erreurs, par cela même qu'il tient à des 
hypothèses qui né s'accordent pas toujours avec les con- 
ditions des problêmes, et qui souvent même les con- 
trarient ; car si, d'une part, on abrège extrêmement les 
solutions par fa liberté que l'on a de nommer somme ce 
qui n'est qu'une différence, et différence ce qui n'est 
que somme; de l'autre, on met des bornes à ces mêmes 
solutions : on les rend quelquefois fautives, par des res-» 
trierions incompatibles avec l'état de la question, en ne 
prenant pour égales que des grandeurs- affectées d'un 
même signe, et en ne donnant le nom de proportion* 
nelles qu'aux grandeurs désignées comme telles dans la 
définition V du liv. VIII. 
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LIVRE XV. 



DÉFINITIONS. 

I. Oi une expression peut admettre plus d'une t&» 
leur, tandis qu'une autre n'en admet qu'une seule, on 
nomme celle-ci constante, et l'autre variable. 

II. La variable qui peut admettre une valeur toujours 
plus grande qu'aucune grandeur proposée, est infinie; et 
la variable dont la valeur peut devenir toujours plus 
petite qu'aucune grandeur proposée 7 s'appelle infini* 
tième. 

. III. Si la valeur d'une expression A dépend de celle 
d'une autre expression B, on appelle À fonction de B, 
et B racine d'A. 

AVERTISSEMENTS. 

I. On désigne ordinairement les constantes par let 
premières lettres de l'alphabet, et les variables, les ra- 
cines et les fonctions, par les dernières, u } x, etc. 

II. On désigne une fonction en écrivant sa racine pré* 
cédée de quelque majuscule grecque, qui ne soit point 
commune à l'alphabet latin -, et une même majuscule, 
«ravie de diverses racines , marquera une même fonc- 
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tion de ces racines. Si , par exemple , Tx désigne x 3 , et 
Ax 7 ( a +x)*,Tz désignera s 3 ; et As, (a+z) % . 

III. T (x,z) marque nne fonction de x et.z : c'est 
ainsi que x 3 * 5 et x* — a*xz+bz* \ par exemple, sont 
des fonctions de x et 2, que l'on peut désigner par 
T{x > z) } et A(# ; z). 

DÉFINITIONS. 

IV. Lorsqu'on désigne par dx nne grandeur que Ton 
« choisie homogène à la racine x 7 pour être nommée 

Jtuxion de cette racine, on désigne de même par dTx, 

et on appelle Jluxion de Tx, la grandeur qui rendrait 

4Tx T(x+dx) — Tx dVx . „ ... 

or? — constante , et ~ - , . ■ ^ — infini t&ème 

dx 7 dx dx 

ou zéro, si dx de v en oit infini tième , et si tout ce qui ne 

dépend pas de dx demeuroit constant. 

Y. Toute grandeur est la fluente de sa fluxion , et 
chaque fluxion précédée de la lettre /marque la Attente 
dont elle est la fluxion. 

VI. d(dz) est la seconde fluxion de z; d(d(dz)) la 
troisième; d(d(d(dx)))\iL quatrième; ainsi de suite* 

AVERTISSEMENTS. 

. IV. On écrit ddz 9 ou d*z, au lieu de d(dz); <Pz f au 
liçu de d(d*z); ainsi de suite. 

V. On écrit aussi dz" au lieu de (dz)\ 

PROPOSITIONS. 

I. x infinitième, et A, B, C, etc., constantes, ren- 
dent A#+Br v +Ca?*+Da^+etc. infinitième. 
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- Soient n le nombre des coefficients A, B , C, etie. $ P 

une grandeur quelconque qui excède chacun d'eux, et 

Q une grandeur proposée : prenant x < --— et < i , on 

aura — Q>Pr; — Q>P*"$ - Q>Px 3 , ainsi de suite; 

donc tiX — Q, c'est-à-dire, Q> Ajr+Bx'+CLr 3 -f- Dx* 
n 

+ etc. 

II. rf(x n ) = y?x»- , </,r. 

Cor <£r infinilième , et ce qui ne dépend pas de dx 

fix**" *dx 
constant, rendent - [=wa^ , - , l constante et 

' dx L 

(x+dx) n — x? nx n '~ x dx r n — i „ mJ , n — i 

:_L — 1 . f=/i x n -*dx+n 

dx dx *" a 2 

X — - — j^~ ? ^r*+elc. ] infinitième, 

III. d(x+Yx)?rzdx+drx. 

Car *te infinitième , et ce qui ne dépend pas de dx 

dx* dVx P dVx 1 

constant, rendent -7 1 + —7— constante, et 

(x+<fe+P(JP-f<fa)) — (x+Tx) dx+dTx T 
1 ^5Î dx L~ 

r(x+^r) — Fj? dVxl . « . ., 

s _ — „ ,__ ^_ infinitième ou zéro. 

IV. d(a+bx) = bdx f ' 

Car dx in fin flic pie, et ce qui ne dépend pas de dx 

constant, rendent --7— [= i] constante, et 

#i + ^(^4-<^r) — (a + bx) bdx 

dx dx ~~~ ? 

iSc/io/. De }à vient que quand une grandeur est in- 
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dépendante de la racine, on dit qu'elle nV point de 
fluxion , on qne sa fluxion est égale à zéro.. 

V. Trouver d{{a+x) n )^ 

En écrivant z—a+x, on aura dz=dx, et par con-* 
séquentd((a+x) n )=d(z n )=nz n ~ t dz=n(a+x) n - l ~ 
dx. 

VI. t(x+dx) — Tx devient infinitième, lorsqu'on j 
suppose dx infinitième, et tout ce qui ne dépend pas de 
dx constant. 

Car ces deux conditions donnent — = — constante , et 

dx J 

T(x+dx) — Tx . dTx . „ . .', 
par conséquent — - -3 -t-t- infinitième ou' 

, ,, , .. , . dTx fT(x+dx)~~Tx 
zéro; d ou il s ensuit que -~j — dx+ l -z • 

' dx=T (x+dx) — Tx = infinitième. 



dx J 

VII. d(xTx)—dxTx+xdTx. : 

Ca.vdx infinitième, et ce qui ne dépend pas de dx cons* 

. dTx dxTx+xdTx f ' . dî\rl 

tant, rendent -g-, et ^ |=r* + x ^-j 

( x+ &?) r(^+ <*r) — aT* 
constantes, et par conséquent - —i 

dxTx+xdTx r /T(x + dx) — Tx dTx\ 

— .1 x ^ 



t-G 



dx ■ \ dx dx 

T(x+dx) — Tx] = infinitième , ou==o* 

VIII. Désignant par x un nombre quelconque, et 
par l des logarithmes hyperboliques, on aura dx =3 
xdlXj 

Car dx=d(i + Ix+ t 7 (lxy+±(lxY+± (tx)fi+& 
(&) 5 +etc.)=4te+K^)^to+|(to)^/ar+^(^) 3 ^te 
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CoroL i . Soit z fonction àejr : on aura d(z?) = zJdlzT, 
^zrd{j>lz)=z?djk+zydlzï==zrydylz+&^ 

2. Lorsque z n'est pas fonction àejr f oji a dz = o, et 

IX. Trouver </ w (x»% 

Puisque rf* (jr*)est==rf(rf(a*))==rf(7ix»- »dfc) , si Fou 
prend dx fonction dex,ou aura d % (x n )[—d(nx n — x dx) J 
s=n(/i — i)j^ l ""*<ir 9 +«x ,, -" , ^*x: mais si on choisissent 
dx indépendant de dx, on anroit d*x=o, et par con- 
séquent <J*(:r n )=7ï(7i — \)x n — l dx % . 

Supposant toujours dx indépendant de x , on aura de 
même ^(x") = (/i — a ) ( n — i ) nx n — i dx i ; d^(x n )=z 
(tf— 3)(*«— 2)(n — i)nx n -ldx*' } ainsi de suite. 

X, Si l'on rapporte f? n r(x+5) à x dans t=— ; f 

fitaÇdan? , ^. , ;) ed ? sque ^ = ^ , 

pourvu que dx ne soit poo (onction de x, ni d% fonc- 
tion de %. 

n.. \dT(x+l) A rfT(*+S) 

Désignant — L-Xzlpar A ? et . K J~ par B, on 

wa £if±^^if+g ,_ A _ i nfînilième pa 

et r(, + ^^-F(,4.|) _ B=îafinitième(m 

55; o. Cela posé, supposons, ce qui est permis, la 
fluxion dk^dx; on au * a de suite À=B ; mais A, B, ne 
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dépendent ni de dx, ni de d%> [ i5. de'f. 4] ; donc A sera 
toujours = B, quel que soit le rapport entre dx et d%. 
Ainsi , puisque A est toujours égal à B , quelle que soit la 
valeur de x 4- 5, il s'ensuit que les valeurs d'A et B seront 
toutes deux indépendantes, ou toutes deux dépendantes 
4ea;+^ Dans le premier cas, on aura dA=dB = o [i5. 
4* schol.] y dans le second, on trouvera, en raisonnant 

. <*a <*b , ,. <* a r(*+S) 

comme ci-dessus, — = — ^ , c est-a-dire, ~-j — =5 

*T(x+l) . ., 

^p — j ainsi de suite. 

Tî r/ , .x « , <*T* <M\r ' d*Tx * 

XI. r(*+*) =r*+ -s- 1+ -5SS- «?+ ^^p *' 

+ ÏÏX3X4^^ +etC - 

Supposant S racine etr(a:+ 5) = Tx4- AS+ BS» + C'^ + 
DS*+etc, on aura ^(*+S)=A^+2Bi;<ft+3C^ 

+e tc. , et^^±^-= A+2BS+3C^4-4D^4-etc. Sup- 
posant x racine, il viendra — -7 = — —^ — - = A+ 

dTx 
aB£+ 3C£*-f-etc, ce qui donne -^ — = A, lorsque £=0: 

. dV{x+%) . , , . . j ç, j dTx . 
mais — -^ est indépendant de Çj donc -j — =A, 

quelle que soit la valeur de Ç. 

Supposant £ racine, et d% indépendant de ^ on aura 

d*T (x+Z) = 2Bd% l + 2X3C^ 3 +etc. ; et, raisonnant 

d*Tx 
comme dans le cas précédent, on trouvera B= —j-? 

d?Tx 
Suivant toujours le même style, on a C= w*^ 

d^Tx 
P== 2X 3X4^ ;aÎP5ldeSUiU? - 
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AVERTISSEMENT VI. 

— , , , ■ — —désigne ce qui résulterait de diviser 
dudxdz etc. ° * 

d'abord par <fa la floxion de r(u,x,r, etc.), prise rela- 
tivement à la racine u; et de diviser ensuite par dx la 
fluxion du quotient, en la prenant relativement à x, 

<P (u l x*z % — au*xz s ) 
ainsi de suite. Par exemple, — - — -, , est = 

a/ttfx 3 * — 10 auz*. 

PROPOSITIONS. 

XII. Le résultat de l'expression précédente sera tou- 
jours le même, quel que soit Tordre que l'on suive dans 
les opérations. 

Je dis d abord que -^^-= -^ ; carr(«,*)= 

T{u,a—(a—x))=T(u,a)— K - da + 

(a-x)*d*T(u,a) (a—x)*<PT{u y a) 

-r-r w*j a + e * a i don* 

JT(m,x) dT(u,a) {a—x)d % T(u,a) (a — x) % 4pr(u,a) 

du <fo <&z<fa %da*du 

(a-x)Wr(u,a) et <*T(i/,x) _ <i»r(tt,a) 

*X?>da l du '' dudx dadu 

(a—x)d i T(u,a) («— g)VffiT(ii,a) , eic . mais ^("A) 
da*du ida l du ' 9 dx 

dT(u,a) (a~-x)d*T(u,a) (a — x)*d*T(u,a) 
** ~~diï~ 30» + âoV et °'> 



Digitized by VjOOQlC 



livre xv- ao3 

t artom rfT '( tf ' JC * — d * T ( tt > a ) _ (*~~ x)d l T(u 7 a) 
P dxdu dadu dcfdu 

{a-xyd*V{u,a) _ ^ ^ donc ^r(i/^) = d*T(u,x) 

%da?du " * dfoefcr „ dxdu ' 

O d &T{Vrt 9 *ù ^ 3 r(tf ; ar,z) iPr(n,j?^) 

dudxdz dzdudx ~~" dxdzdu 

< __ d*T(u,x,z) _ d l Y{u,x,z) d*T{u,x,z) . . , 

— dxàudx ~" T dzdxdu — dudzdx ' 

XIII. Soient AB l'abscisse, et BG l'ordonnée corres-» 
pondantes à l'arc A C de la courbe régulière AD, c'est- 
à-dire , d'une courbe dont les coordonnées sont des fonc- 
tions F une de l'autre : je dis que, en menant une autre 
ordonnée quelconque DE, et achevant le parallélo- 
gramme BF ; si l'on prend BE pour fluxion d'AB, le pa- 
rallélogramme BF sera la fluxion de l'aire A.GB. 

BF 
On voit d'abord que ^ étant la valeur de la perpendi- 
culaire baissée du point G sur la droite BE, ou sur son pro- 

RF 
longeaient, si on représente par ^=- + % la perpendicu- 
laire tirée du point D sur la même droite AE, on aura 

CDF 

■■ •wvfr 11 < ^ \ ma ^ AB constante et BE infini tiè me ren- 

BF 

dr oient BC constante, ^=r constante, % infinitième, et 

T>Tjt 

l'aire CDF infinitième, c'est-à-dire, ~pr constante , ef 

ADE— ACB BF f _ BCDE FB _ CDF "1 

BE BE L~ B£ BE~ BE <% J 

infinitième; donc si BE est fluxion d'AB, le parallé- 
logramme BF sera la fluxion de l'aire ACB. 
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AXIOME. 

Lorsque plusieurs lignes quelconques sont U " 
entre les extrémités d'un même droite, celle-ci en est la 
plus courte ; et si deux de ces lignes sont dans un même 
plan, et d'un même côté de la ligne droite, l'extérieure 
excédera toujours l'intérieure, pourvu que celle-ci ne 
puisse rencontrer aucune droite en trois points. 

PROPOSITIONS. 

XIV. Prenant toujours BE pour fluxion d*AB, sup- 
posons que la droite GH touche la courbe au point C, 
et que les coordonnées EA , ED, prolongées à volonté, 
rencontrent GH aux points G, H: je dis que la droite 
FH sera la fluxion de l'ordonnée BC, et que CH sera 
celle de l'arc AC. 

Tirez la corde CD , et GI parallèle à CD ; supposez 
AB constante, BE infinitième , et X une ligne propo- 
sée 5 prenez BE < X , et si CI n'en vient pas < X , prenez 
CI < X , et ayant tiré Gl , menez CD parallèle à GI : la 
ligne CD coupera l'arc en quelque point D, parce qu'au- 
cune droite ne sauroit passer entre la tangente CH et 
l'arc CD sans le couper. Menant donc l'ordonnée DE, 
on aura BE moindre qu'on ne Fa voit supposée : donc AB 
constante et BE infinitième rendront GB, BC, CG, cons- 
tantes, etCIainsi queCGsa GI infini dénies. Or, les trian- 
gles semblables donnent -gg = ggr = -gg ; donc AB 

"FH 

constante et BE infinitième rendroient— constante, et . 
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ED—BC FH r_DF FH _ DH __ CI "j 

BÊ~~ BE L — BE BE ~ ± BE — BG J 

infinitième. Prenant donc BE pour fluxion d'AB, la 

droite FH sera celle de BC. 

CZD 
L'arc CZD étant >CD et <CH+DH, on aura ^g- 

CD ^ CH+DH , , ,. ^ GI ^ CG 

> BE> et < BE ' > C est - a - d,re ^ > BG ' Ct < BG 

CI 

^ ___ : m ais ÀB constante et BE infinitième donnent 
BG 

GI=GC + infinitième, et CI ±= infinitième; et par con- 
séquent -g|r > jjçT ± infinitième , et < ^ + infini- 

#1 'CZD CG ,, . fi ... CHT CGI 
Uème; donc 3g =5^ Huitième; 5g [= M J 

A CD — AC CH f_ CZD CH_ 
constante; et g^ ^g [— -^ê BÊ~ 

~ +' infinitième— ^r = infinitième; d'oii il s'en- 
BG — Bl*J 

tfuit que quand on prend BE pour fluxion d'AB, on doit 
regarder CH comme fluxion d'AC. 

XV. Si l'on prenoit — £E pour fluxion d'AB, on 
pourrait démontrer de même que — BF, — FH, — CH y 
*ont les fluxions d'ACB, de BC et d'AC. 

XVI. La différence entre deux fluentes à fluxions 
égales, est indépendante de la racine. 

Soit dTx=dAXi et supposons, s'il est possible, que 
là différence Ta: — Axsoit=0x: on aura</0=<tt1r — * 
dAx, etïZ8ar=;o, c'est-à-dire, la différence e^ indé- 
pendante de x ; donc Bx ne sauroit être fonction de x. 
t XVII. Le solide A occupe l'espace que la figure 
plane B décrirait si elle se mouvoit depuis le lieu B 
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jusqu'au lieu C, de telle sorte que tout triangle Inscrit 
à cette même figure décrivît simultanément un prisme 7 
dont la hauteur seroit celle du solide A. Cela pose, je 
dis qu'A est égal au prisme qui aurait cette même 
hauteur, et une base égale à B. 

Le solide A peut être regardé comme composé de so- 
lides de la même hauteur, et ayant des bases telles que 
la figure aS-f, formée par les lignes droites ay, 76, et 
par l'are aê tout convexe ou tout concave vers la droite 
tirée du point a au point 6, lequel arc soit compris 
entre les cotés du parallélogramme que l'on forme- 
roi t en menant par <%, 6, deux parallèles à 67 et 07. 
Ainsi, il suffira de démontrer la proposition à l'égard 
de ces solides. Soit S le solide ayant a&f pour base , et h 
' pour hauteur. Si AXa^y n'est pas=S, il y aura une dif- 
férence D entre ces deux solides. Sur le côté €7 avec l'an- 
gle 067, faites le parallélogramme 6S< -y-, et coupez 

Î£=7$=6Ç=etc. , jusqu'à ce que le segment Cane 
6oit pas plus grand que 7$; achevez les parallélogram- 
mes inscrits 7* , $X ; e(i, etc. , et désignes par R le rec- 
tihgne qui en seroit la somme. La différence «67 — R 
sera égale à la somme des espaces 6xrc , xXp , X\lg, etc. > 
et par conséquent moindre que le parallélogramme 6$, 

et < -v-. Inscrivez au solide S des parallélipipèdes qui 

aient X7, SX, eji, etc. , pour bases, et circonscrivez au 
solide, qui auroit 6xrc pour base, un parallélépipède 
qui en ait une, représentée par la figure %x : vous trou- 
verez aussi S~AR<AX6^ <hX ^, < D. Soh 
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Jonc, s'il est possible, S > h Xafy : on aura &R > h X 

«6f ; absurde. Soit h X aêf > S. Puisque aê? — R < -y-, 

on aura AXa&7 — ^R < D ; et par conséquent AR> S, 
ce qui seroit encore absurde: donc AX&&y=S. 

DÉFINITION VII. 

l>e solide A se nomme cylindre , lorsque la base en 
est un cercle. 

PROPOSITIONS. 

XVIII. Désignant par x la hauteur AB d'un solide 
Tx-y par Ax la figure qui lui sert de base; par x+dx 
la hauteur ABC du solide T(x+dx) : je dis que dTx=: 
dxbx*\ 

x constante, etdx infinitième, donnent T(x+dx)— 

Tx > dxtax, et^dxb(x+dx). Soit T(x+dx)—Tx> 

T(x+ dx) — Tx dxAx 
dx\x : on amra ^ -3 — > o [c'est-à- 
dire positif], et <âk(x+dx) — A#, et par conséquent 
inEnitième [>5. 6]. Soit T {x+dx) — Yx<dxHx, el 

dxAx 

par conséquent > dxS, (x+dx) : on aura — » 

dx 
T{x+dx)-Tx >0} et < ^__ dxA(x+dx) ^ c ^ 

l-dire, <^-A(x+ < fa) j donc^- r(x+ ^- rj? 

dx . dx 

=infinitième, et par conséquent— ' x 



dx 
— -j — = infinitième ; donc dTxi=z dxi\x. 
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CoroL Soit Tx une pyramide qui ait pour base an 

rectiligne: on démontrera facilement que les valeurs de 

Ax doivent être entre elles comme les valeurs de X*. 

\x 
Soit q = — - : on aura dTx=:qx*dx = ± q X Za^djc, 

et par conséquent Tx^=p\q f^x*dx=^ <jx*=: jxX^x*, 
c'est-à-dire, que Tx sera le tiers de sa base multiplié* 
par la hauteur. 
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LIVRE XVI, 



I. JLe sinus droit, ou simplement le sinus d'un arc 
de cercle , est la perpendiculaire baissée de Tune des 
extrémités de l'arc sur le rayon qui aboutit à l'autre 
extrémité. 

II. La partie de ce rayon, comprise entre Tare et le 
,sinus ? s'appelle sinus verse. 

III. Si à l'extrémité de l'un des deux rayons qui com- 
prennent un arc quelconque 7 on' mène une perpendi- 
culaire jusqu'au prolongement de l'antre rayon , la per- 
pendiculaire ainsi terminée s'appelle tangente de cet 
arc. 

IV. La sécante de ce même arc est la droite com- 
posée du second rayon , et de son prolongement jusqu'à 
l'extrémité de la tangen te. 

V. On divise la circonférence du cercle en 56o par- 
ties égales , nommées degrés ; chaque degré en 60 mi- 
nutes; chaque minute en 60 secondes; chaque seconde 
en 60 troisièmes, etc. 

AVERTISSEMENT, 

Les degrés, minutes ; secondes, etc., se désignent patf 
les caractères ° , ' y " } etc. : ainsi le nombre 65" 22 ' 4'' 
représente 63 degrés 22 minutes 4 secondes. 

ï4 
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DEFINITIONS. 

VI. Désignant par A on arc de cercle, on appelle 
90 — À, complément, et 180 — A, supplément de 
l'arc A. 

VIF. Le sinus, la tangente, et la sécante d'an arc > 
sont le cosinus, la cotangente et la cosécante de son 
complément. 

AVERTISSEMENTS. 

II. Les noms de sinus, cosinus, tangente, cotait» 
gente, sécante, sinus verse, s'abrègent ainsi: sin, 
cos, tang, cot, séc, coséc, sinv. 

III. Au lieu de X > on substitue souvent nn point; 

et à la place de -s-, nous écrirons quelquefois À^B. 

PROPOSITIONS. 

I. Désignant par r le rayon d'un cercle quelconque, 
on aura sin o°=o, et cos o°=r, 

II. sin 90°=; r, et cos 90°= o. 

III. rd sin z=.dz cos z. 

Soient l'arc AB désigné par z f C le centre, CA et CB 
deux rayons, CD perpendiculaire et BD parallèle à AC, 
BDEF un rectangle dont le côté EF rencontre l'arc AB 
prolongé, BG une tangente, et DE=<? sin z. On aura 
CD=sin AB, BD=cos AB, et BG=dz : mais les trian- 
gles semblables CBD, BFG, donnent BG;BF:;BC:BD; 
donc dz cos z=srd sin *. 
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CoroL i. rd cos * [ = r<J sin (go° — z)== — «fz cos 

(90 — z)] — — dz sin z. 

2. Si Ton suppose dz indépendant de z, on «ura */* 

— dz* sin z ., . — dz 1 cos z __. . 
sin z = ; } d* sm z = 3 j a* sin z 

dz*> sin z . . - 
s= t ; ainsi de suite. 

„ r . '-'. ,T . v , zû? sîn Ç • z*rf* sin Ç , . 
IV. sm (Ç+*) |=sin Ç+ -^ + —^ + 

Z*d* sin Ç . . . „ , z cos Ç z* sin £ z 3 cos Ç 
— — 1+ etc.==smÇ-h ; r--l ~-^ 

z* sin Ç z 5 «os Ç z 6 sin Ç 1 . 

+ ÏÏXÏ^ a.3.4.5r 5 — 2.3.4;S.ôr« — etC 'J ~ ** Ç 

z* z 6 



( f - è-+ 2X4^ -^5^ +etc +cosÇ 

/Z Z* Z* Z? \ 

( ^3 + g ' > g 5 -e — ; + etc. h et on, de- 

\r s or? . 6.4.5r 5 120.6.77*1 J 



montrera facilement que ces séries sont convergentes ; 
quelle que soit la. valeur de z. 

V. sin z [^sin (o° + z)]=z- £ + ^£^ - 

Z? Z9 

+ g / q o — etc. 



120.6.71* 5o4o,8.p y r 8 

GoroZ. sin—z = _z + l^ — ^l^ +. e |c. ; ce 

.qui montre que' des arcs égaux et contraires ont né- 
cessairement des sinus égaux et contraires. 

z* z^ 

VI. cos z [=sin (90 — z)] = tw_ + ^j ^ 

*« z* . ' ■* . 

+ 5-7 — été* 



a4.5.6r 5 729.7.87-7 
CoroZ* Deux arcs égaux et contraires ont un même 

cosinus. 
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VII. sin (Ç+z) = - > 

VIII. cos (Ç+«) [ = sin (go -?— *)i= I (sin( 9 o* 

—Ç)X cos ( — z) + cos (90 — Ç) sin ( — *))] = 
cos Ç co s z — sin % sin z 
r 

Corol. cos 180* ["= cos (9o»+9o») = ° X °~ rXr " j 

5E±— K 

IX. sïfi (Ç+z) + sin iX—z) = ~ sîn Ç cos s. 

X. sin (Ç+*) — sin (Ç— z) = - cos Ç sin r. 

XI. cos (Ç+z) + cos (Ç-r-z) = - cos Ç cos z. 

ill. cos (Ç—< s)— cos (Ç + z) = 7 sin Ç sin* 

XIII. — sin ■■ cos "T- = sin ,Ç+ sin jc. 
r a a 

" XIV. 3. cos^i^-cos^— ^===costC+cos^. 
r a a 

XV. - sin ^L sin ^— - = cos Ç— cos z. 
r a a 

XVI. z n'étant pas > 90 , on aura z = sin z+* 
(sin*) 3 , 5(sinz) 5 t 5.5 (sin zV- 5.5. 7 (sinz)g 

2.5r* + a.4.5r4 + 2.4.6.7^ ^ 2.4.6.8.9/-» " l "- 
5,5. 7 -Qfrinz)" tc 
^4.^.8.10.1 ir 10 ^ 

^ . . 1 • ' j . f risin-j 
Désignant par^lesmus de z, on aura tfz = 
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M^T* + 2.4.6.&r» + 2.4.6.8. lor" + CtC,) ^> 

donc z=y + -£-; + -3£x + Y/\ + 

3.5.7 r 9 
— / *A — ? + etc. = infinilième, lorsque r sera in fi* 
a.4.6-8.9r" ^ - 

nitième; et =90° lorsque y=r. 

Corol. 1. Désignant par A le terme précédent; on 

, i . * .1 1» • • . (sin z) 3 . 

réduira facilement 1 expression sin z + - — =-j-+ etc. 

, . (sinz) a A , 3 a (sinz) a A . 5 a (sin z) a A , 

aSm:+ ,T5T + 4 -5r a + 6. 7/ a + 

7 a (sînz) a A 9 a (sin z)*A 

8.gr* io.nr a 

2. Puisque r est la corde de 60% c'est-à-dire, de la. 

sixième partie de la circonférence , on aura 7 r= sin 3o°j 

. - 1 . A . , 3 a A 5* A 

et par conséquent 3o°= 7 r+ — — + TTT + 7: — 7 
^ * 2.3.4 4*5-4 6.7.4 

•7*A 
+ -g — - 4- etc. =rXo ; 52559877559829610. -> donc 

1 8o° = 6rX o , 52559 etc. = r X 3 , 1 4 1 5926555897 etc. 
XVII. Désignant par e la base des logarithmes hyper- 

v r ^ r / _*_ V-i 
boliques, on aura re r I =r 1 1 + — - — • 

£_ aV— 1 z* Z 5 v/ _ I z e v 

2/-* ôr 3 24^4 i2or 5 720^ / 

z a z* z 6 

[9. déf. a.et41 oa = r- _+-^___ + etc.+ 

("- é- + i^- elc -) •-«]=«»*+(•— 

sin z, 

XYIIL r»-" (cos n*±(yf— sjn nz) f^r»-' 
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± n *V— t 



(cos(+n«)+(v/— i) sin (±nz))=r"~* re n = 

(r tf ^ Z: ) ,, =(«>*(±^+(v/-i)8m(±z))«J = 
(cos z+ (y/ — i ) sin z)». 

(cosz+(V — 8 " n *)*+ ï(co»z — (\/ — O •"* *)" 
s=(cosz) n — n (cos z)? 1- * (sin z)*+n X 

— = — X T^ (cosz) n -*(sm<r)* — etc. 
XX. r" -" ' sin nz := 

1= v 



( 



mV— » 



r" l e c — 



)= a >'_, ((cosz+fy/ — i) sin *)» — 



(cosz — (v/ — i)sinz)")=?/i (cosz) ,, -' , sinz — n 



n — i 



X —g- (cos z)»- 3 (sin z) 3 +* —— X —g- X — ^- 
X ^£ (cos z)"- 5 (sin z) 5 — etc. 
XXI. (2 cosz)» r=(r(e"~T~ + e ? ))"= 



7* f e 



+ ne 



+ /i- 



w X — —e 



(n — 6)»y/— 1 



+ etc. 



.Jsrr»- 1 ( 



cos nz 



2-5 
'+ (y/ — 1) sin nz + n cos (n — 2) z + n (y/ — i)sin 

i n — a)* + w-^- cos (tz— £\ z +n?^—t(y/ — i)sin 
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(n— 4) z + etc.) =/*-* f cos nz+ii cos (/i — a ) 

*+n cos (n — 4) z+n~ ; — X — r—cos(n — 6) 

a -4 3 

*+efc. ]j car rien d'imaginaire ne doit rester dans la 

valeur de (a cos z)\ 

CoroL i. sîn /2z+nsin (n — a) z+n sin (u—~ 4) 

z+etc.=o. 

» m» . n— i n — i v n — a 
a. Les coefficients i», n , n X — ? — .etc.. 

font voir que lorsque rc est un nombre entier, n+ i 
doit être le nombre de termes de la série cos nz+ n cos 
(ii — a)z+ etc. [car ils reviennent à ceux de la série à 
laquelle se réduit l'expression ( i +Q) B , développée d'a- 
près la proposition VII du liv. IX] ; et les coefficients 
n — i) n — 4? n — 6 elc - y indiquent également que le 
dernier terme doit être cos (n — arc) z= cos — nz } et par 
conséquent égal au premier terme cos nz ; que l'avant- 
dernier doit être n cos (n — a (n— i)) z = rc cos — 
(n — a)z, et par conséquent égal au second terme; que 
le troisième avant le dernier terme , doit être égal au 
troisième après le premier; ainsi de suite. 

Désignant donc par m un nombre entier ; et par A le 
coefficient du terme précédent, on aura (a cos z)* m = 



— * (cos imz+im cos (am — a) z-\ A co* 

27it— —a i 

(am. — 4) z + — 5 — A cos ( 2W * — 6)z+ + - 

o a 

W 2W — (m — i) \ 

X A cos (am — am)J z f et par conse- 
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quent a*"* -1 (cos z)* m =r* m — ' (cos amz+2/n cos (sm 

. , am — i . am — a 
.— a)z + A cos (am — 4) * H * -A» cos 

(am— 6)*+...+ - — -Ar). 

v ' am ' 

3. a"*-* (cos «^-«ssr*»-* (cos (ai» — -1 ) z+ 

am^— 2 
(am — 1) cos (am — 3) *H A cos (a/w — 5)z+ 

2m — 5 



•A cos (am — 7) z-|-...+ A cos z ). 

x ' m — 1 / 



3 
4. a ,m - 1 (sin z)* m [ = a , "- i (cos (90° — z))* m = 

r %m—\ ( cos am (qo°— rz) + am cos (am — a ) (90* — z) 

H p^- A cos (am — 4) (90°—*)+ etc - )=/^*"" 1 

cos (mX iSo p — amx) + am cos ((m — i)X 180 — 



( 



(am — a)z)+ ; A cos ((m — a)X 180° — (a» — 



A)*) 



4- etc. ]]=r a,n — M +cos amz-{- am cos (nm — a) 

am — 1 A , , N am — a . 
z . A cos (am — 4)* ? — A cos (am— 

6) z... Ar V en désignant par + le signe + 

lorsque m est un nombre pair, et le signe — lorsque m 
est impair. 

5. a"»-* (sin z)*"*- 1 =a* w "-' (cos (90° — z))**- 1 

„ r *m-» (cos ((am — 1 ) X 90° — (am — 1 )z)-f-(am— 1) 

a/w*" - "~a 
cos ((am — 3) X 90° — ( am — 3)z) + A cos 

((am— 5)X9o°— (2m— 5)z)+etc. J ==r aro -»( + sin 

(am — i)z:j:(am — i)sin(am — 3)* ^^-Asin 
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- 'hs 2m 3 . . , « N 7W + I 

intn — 5)z — — i — A sin (2m — 5)z — ....—■ 

A sin z J 7 en désignant par + le signe + lorsque m est 
impair 7 et — lorsque m est pair. 

PROPOSITIONS. 

XXII. tang (Ç+*) [=^^g)[ceqmestfa- 

cile à déduire des premières définitions de ce liv. XVI] 

sin Ç cos z 4- cos Ç sin z /r sin £ r cos z . 

= s : y . — r = r ( =• X h 

cos I, cos z — sm Ç sin z \ cos Ç cos z 

r cos X» . . r sin z \ / #•* cos Ç cos z r sin Ç v 
1 v ) *q [ —Z — z, ys 

cos Ç cos z / \ cos Ç cos z cos z 

rsinz VI tang % + tang z a 

cos z / J r a — tang £ tang z 

sinÇ + sinz p2 . Ç-fz Ç — z 2 

XXIII. -; — =7-- — ; — — sin cos "« - 

sin Ç -J- sm z L r 2 2 r 

, X — z Ç + z . Ç + * X — * %+z 

sin cos — : — = r sin cos ^s cos 

22 22 2 

. Ç— zH %+z % — z 

r sin — - — = tang — - — tj tang 



2 | -2 " 2 

r sin Tiz r"— * sin wz 



( 



XXIV. tang /2Z 1 = 



cos nz r" ~ ' cos nz 
n (cos z) n ~ ' sin z — n X — ~— ( cos z ) n — 3 

(sin z) 3 +etc. J"« ( (cos z) n — 71 ^LH-i (cosz)"- a (sinz) a 

, \ / sin z n — 1 ^ — 2 v /sinz\ 3 

+ etc.J=r(„__«_ X — X(— ) 

>.*.), ( I _^ X (l^-7 + etc.)] = 

( ntang _„!i=i X ^ X ^ + n ^i X 
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XXV j f— / **" J *+ (taw 6 z '* *** — 
L y r»+(tangz)* 

,. rrfcosz, . . _ r* (sln z)* rd c<* r 

/r* rfz : Qanc z\ % ** r* dz \ '- — : 
sin z * ° _ / ( cos z)»smz 
r*+(tangz) a ~J r a +(tangz)* 
% frd sïn z r sïn z*/ cos z\ % , /r sïn z\ 

8= /^ \ cos z (cos z )* / / \ cos z ) 1 

«^ r»+(tangz) a "~i/ r*-f-(tang z)* J 

_/» r»rftangz (tangz)» (tang z) s 

~c7 r»+(tang)»- tan « Z 3^" + "" S^ - 

(tangz)? (tangz)» 

(^)H^'^-'H(^"-.) 

v _,)»( 1+t ""-'). 

XXTO. «r=_( v /_,)i( v /-i)rfe = _( l / 

-1) rf.- v - =_ (v /_o ri «»«+<•—>''" 

, , y. r cosz+(v/ — Osînz cosz 

t V — l ) n rr— : X — — — — 



cos z 
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* s n /,coss . ,/ sin z , t v \l 

tv^-Or(l— +7(ï+— (v/-i))J*-- 

(•-.)r(l^ + l(, + ^V--i))[=* 

rf cos (— z) + (y/ — O sin (— z) \7_ —y/—~ i rf 

cos z + (y/ — i) sin z — y/ — i ,^4-(v/ — tangs 

cosz — (y/ — i)sin,r~~ â " r — (^/ — i)tangs' 

XXVIII. Les arcs de deux secteurs équiangles sont 
entre eux comme leurs rayons. 

Soient r } R, les rayons, et z, Z, les arcs. On aura 

_ . /cos z . sin z , \ ^, /cosZ sin Z 
:Z::rZ ^__ + __ ,/_, j:R* (_ + _ 



V-*)i 



mais on a aussi r :R::cos z:cos Z ; et r :R::sin z 

. « , cos Z . sîn Z t cos z sin s . 

:smZ;donc -^— + -^- v /_ i = _- + _— ^/ 

— i ; et par conséquent ziZy.r :R. 

Corol. Les circonférences de deux cercles sont entre 
elles comme leurs rayons. 

AVERTISSEMENT III. 

Tant que Ton n'avertira pas du contraire, on dési- 
gnera toujours le rayon du cercle par \ } et la demi-cir* 
conférence [=i8o°= 5, 1 41^926 etc.] par rc. 

PROPOSITIONS. 

XXIX. a, h, étant denx nombres quelconques, on 
aura ç* V- « [ = ( e**)* v^- « = e( w <?) V- » ] = cos i/a + 
( y*-/ 1 ) sin bla. 
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xxx ' Soîent 7[^W e8im,8 ' et •(/+*») ,e 

cosinus d'un arc c : on aura (a+^y^ — * ) m I = 
+ •(tf , +* , î )" =B (a ' + * ,)T (cos c+( v'— " ) sin C ^"J 

M 

=(a* + £*)*(cos mc+(y/ — i) sin me). 

t 

XXXI. /(a + &v/_ i)[=/((a»+i») ï (cosc+( v ' 

— i ) sin c))=ly/ (a*+b*) + l (cosc+( y/— i ) sin c) ] 
= / v /(a'+A»)+c v /— i. 

XXXII. Soit * an nombre entier et positif : on anr» 
l — a [=/ ( — a ± o y/ — i)]=/a±(at — i) i8o» 
s/- «. 

XXXIII. Désignant par X le logarithme réel de a, 
on anra la = X +( / — i ) 36o° y/ — i , 

XXXIV. Désignant par n an nombre entier et positif, 
je dis que les facteurs trinômes de tout polynôme .r"- — 

éi n seront de la forme x" — iax cos ic+*x*. 

n 

- x* 

Car supposant :r" — a n = o, on aura — = i = 



»i — a 



ÎCV— ' li — 2 



e( *_,)*V-i. d'oil -=<? » : 2 COS % 

7 a 'a 

-zr"xV— « , 7-kv/-« x , a x*+a* 1 

=e n +e n =- + - = 

a # ci J' 

2i — 2 

et par conséquent #* — 2ax cos « + a a =o. 
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XXXV. Les facteurs trinômes de x?+d n seront de 

2*— 1 

la forme x* — 2ax cos x+a*. 

n 

x* 
Supposant x n +a n = o , on aura — = — 1 =2 

/ . v— * x — — wv'— ■ ni— - 1 

*(*-«)*•-«. _ _ e n : 2 COS tt 

' a ' n 

f%i—t. ai — 1 . —1 • t * 
— — rcV— • . — rc\/-i a: . a] x*4-« 
= c B +e n = - + - = ~ 7 

a xj ax ' 

ni — — 1 
et par conséquent #*-— nax cos rc-|- a a =o. 

SchoL 1. Les facteurs trinômes que l'on trouve par 
cette méthode , sont illusoires ; maïs ils renferment des 
facteurs binômes réels; car substituant, par exemple, 
1 , 2 , 3, 4 > au lieu de i 7 on trouvera pour le polynôme 
x 6 — a 6 , les facteurs x 9 — nax+a* ; x* — nax cos £ % + 
a*; x* — nax cos f % -f- a* $ x*+nax+x* , dont les deux 
je* — nax+a*=o, etx* + 2ax+a*=o, ne donnent que 
x — #=o, et a;+a=o; d'oii il s'ensuit que x b — a 6 =s 
(x — a) (x+a).(x* — nax cos ^ %+a*) (x* — nax cos. J 
ic4-a*) = (x*« — a a ) (x* — 2ax cos £ rt+a*) (x" — nax 
cos ~ rc+a*). 

2. De ce que le nombre i est infini, on ne, doit pas 
conclure que la méthode proposée donne pour le poly- 
nôme x n +a n plus de facteurs trinômes qu'il n'en faut.; 
car en continuant de substituer toujours 1 , 2, 3, 4? ? 
etc. y au lieu de t, on ne fera que revenir à ceux quo 
l'on aura déjà trouvés. Substituant, par exemple 1., 2,3, 
au lieu de i, on trouve pour x 5 +a 5 les facteurs x 9 — 
jnax cos | n+a*) x* — nax cos } %+a*- ? et x+a; con- 
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tinuant de substituer encore 4> 5, 6, on trouvera oc* — 
*ax cos ~ n+a* , x % — lax cos fic + fl' ; et x % — 2«r 
cos -y- ft+a% qui reviennent au même, puisque les arcs 
| % et | rc, \ *, f % et ^ rc, ont un même cosinus ^ donc 
la seconde substitution n'a fait que donner les même* 
facteurs. Ainsi de suite. 

XXXVI. Soit p un nombre positif , x* — pxz=iq 7 ± a* 

non > yt p* , et ^ v le cosinus d'un arc désigné par 



5a : je dis que x=( a y/ ^ Y 



cos «. 



Car la prop. XIX de ce livre donne cos 5a [= (cos a) 1 
— 3(cos a) (sin a)*— (cos a) 3 — 3 (cosa) (i — (cos*)*)] 

3 

= 4 (cos a) 1 — 3 cos a -, ce qui, en mettant f x y/ - 

et ■ ^ y . à la place de cos a et de cos 5a, donne q— 
jf 3 — px. 

SchoL II faut que \ q % ne soit pas > tïP*9 **"* «T 1 * 
^ , ne soit pas > i ; car. sans cette condition . on 

V Vp 

5û / 3 
auroit un cosinus - v plus grand que le rayon i 9 

ce qui est impossible. 

XXXVII. Tout secteur de cercle est la moitié dit 
produit de Tare qui lui sert de base, multiplié par le 
rayon. 

Soient ÂBC le secteur, CD perpendiculaire à AC, BD 
parallèle à AC , r le rayon , et z l'arc AB :" on aura ABC 
[= ABDC — BCD=/cos zd un z — 4 s î Q ^ cos z= 
y cos *4 sin -ç -+7/ (cos zdsm z+ sin*<f 'cos z)^=fcos* 
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dz cos z . /V dz cos z . *fz sin z \ 

__ -,y (^ , — — - sin z — — j =1 

Cor oh ï. Le cercle sera donc [= J rX2^]=icr". 

2. Il suit de ce corollaire , ainsi que de la proposition 
XVIII du liv. XV, que la pyramide conique vaut le 
tiers de sa base multipliée par la hauteur. 

XXXVIII. Désignant par s un segment sphérique, en- 
gendre' par une révolution complète du segment circu- 
laire compris entre Tare z, le sinus de z, et le sinus verse 
de z autour de ce même sinus verse , trouver la valeur 
de s. 

On aura$[==/rc (sin z) a rf sinv z-=z%f{*ir — sinvz) 
(sinv z) d sinv zz=zi%f(%r sînv z — (sinv z) a ) d sïnv z=s 
w(r(sînv s z)* — § (sinv z) 3 )] sera=rc (sinv z)* (r — f 
*inv z). 

CoroL La sphère sera donc égale à % (2/*) a (r — '\ ar ) 
fias | xr 3 = | X antr 9 , c'est-à-dire , égale aux deux 
tiers du cylindre, qui auroit le diamètre de la sphère 
pour hauteur> et le cercle de ce diamètre pour base, ' 

AXIOME. 

La surface plane est plus petite que toute autre sur- 
face appuyée sur le même contour; et la surface qu'au- 
cune droite ne sauroit rencontrer dans trois points, est 
moindre que toute autre surface qui l'envelopperoit en 
«'appuyant sur le même contour. 

XXXIX. La surface courbe de toute pyramide coni- 
que dont Taxe tombe perpendiculairement sur la base*, 
est égale àja moitié du produit de la circonférence de 
la base multipliée par la droite comprise entre cette 
circonférence et le sommet de la pyramide. 
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On démontrera sans difficulté, que dans une pyra» 
mide dont la hauteur tombe perpendiculairement sur la 
base, toutes les droites comprises entre le sommet et la 
circonférence de la base sont égales. Soient donc C le 
centre de la base; AB une partie de sa circonférence; 
AC, BD, deux coordonnées perpendiculaires entre elles; 
EF une autre ordonnée ; et supposons que GBH touche 
la circonférence au point B, et rencontre en G, H, les 
droites CA, FE, prolongées ; menant BE et GI paral- 
lèle à BE $ et tirant du point L les droites LA , LB, LE, 
LF, LH, on aura Bm EL-fBEm> BEL, c'est-à-dire, 
Bm EL+BEm > \ BE X y/ ( BL<y — \ BE7 ) ; et BmEL 
+ BEm < BLH + ELH + BEH, c'est-à-dire, BmEL 
+ BEm< iBHxBL + |EHxFL + fEHxDF^ 
ce que Ton démontrera facilement: on aura donc 

TÏT >*X ^ • (BLy-iBE,)- *§?, et 

, BGXBL BI p , BEm 

< ' X DG +tX DG X FL+ « EH_ "DF* 

BEm 
Soient AD constante, et DF infinitième: on aura ^ 

Dp 

BFH H 

< -rrpr; c'est-à-dire, < 7 EEf infinitième , et par 

conséquent— jjçr-b» i X jjg X BL — infinitième : mais 

GI=BG- infinitième; donc 5^ > 1 X |§ X BL 

RTT v" RI" 

— infinitième, et par conséquent > t X — tt™ — 

- inÛnitième, et < * X ""j*/ 1, + iX^XïX 

, ._,„ BEm , ... ^j BHxBL 
+ |EH — -gjr- , e'est-i-dire, < | X ^ + m- 



[ 



Digitized by VjOOQlC 



LIVRE XVI* Ï2$ 

~ . ♦! ~ j B/wEL i BHXBL 
finitîème. On aura donc -g^ ^ X — ^ — , oa 

AEL — ABL t BHXBL . - . ., 

gp X gp — == înfimtieme, ou =o. 

Soit AD racine de la flaente ABL, et DF fluxion d'AD: 
7 BH X BL sera la fluxion d'ABL, et par conséquent 
ABL = i BL/BH = J BL X AB. 

Corot. On démontrera, suivant le même style , que 
la surface courbe d'un cylindre, élevée sur la circonfé- 
rence de la base du cône, est égale au produit de la 
circonférence multipliée par la Hauteur. 

XL. Soient AC 7 BD ; deux ordonnées perpendicu- 
laires sur l'abscisse CD de l'arc de courbe régulière 
AB, concave vers l'abscisse CD: je dis que zn/ED X 
dAB sera la surface que l'arc AB décriroit en tour- 
nant autour de l'axe immobile CD. 

Soit CP l'abscisse , et EF l'ordonnée de l'arc ABE: 
par le point B menez la tangente GBH comprise entre les 
coordonnées prolongées. Imaginez les surfaces BELPM, 
BtELPM, BHNQM, décrites par la corde BE, par l'arc 
Bt'E, et par la tangente BH, dans une révolution en- 
tière du plan BF autour de l'axe GF. On aura Bt'ELM 
+BMO+EPL+2BE1 > BELM+BMO+EPL, c'est-à- 
dire , B/ELM > BELM — 2BE1 ; et B*ELM + BMO + 
EPL+2BEi<BHNM+BMO+HQN+2BHE, c'est-à- 
dire, B*ELM<BHMN+EHNP+2BHE*. Qn raison- 
nera de même à l'égard des surfaces situées de t'autre 
côté du plan BP. Soit $ la surface décrite par l'arc Bt'E: 
on aura s > 2BELM — 4BE* et < 2BHNM +2EHNP 
+4BHEZ: mais 2BHNM [=« X FH X GH — % X BD 
XGB]=7c (BD+FH)XBH, aBELM=7c(BD+EF) 

i5 



Digitized by VjOOQ IC 



"àa6 x PRINCIPES MATHÉMATIQUES, 

* BE , et aEIINP = * (EF+FH) X EH ; donc ~ > 

* (BD + EF) § - V*f, et^ <* (BD + FH) 

|| + « (EF+FH)H + i^f. Supposons CD cons- 

EF 

^tant, et DF infini tième. Puisque rK= * + infinitiè- 



BE 
^ne. et -— =2=1 — infinitième, ce qui est facile à dé- 



-^montrer, on aura ^ > fl ( 2BD + BD X infinitième) 
Dr 

( ! — ïnfinilième ) || — ^|^ : mais BEi est < BEH, 

«et par conséquent < i DF X (FH— BD); donc ^ > 

BD y BU 

ce (2 + infinitième) (1 — infinitième) X gp ■ 



aîcXBDxBH 



a (FH-BD), c'est-à-dire, gj^- g^ 



(infinitième ou o V On trouvera de même gj? < 
?-* * 1*?^ BH +' (inanitième ou 0)5 d'où il suit que 
DF > DF (mfinitième ou o) ; etg F < 

** Tifr *" C m fi n ^ l i eme ou °)> et P ar conséquent 

s arcXBDxBH . ~ ... c 

* — — ~ ^ =f: o • ou =t= infinitième. Sup- 

DF DF . 

posant donc DF=rfCD, on aura 2*X BDX BH=a* 

XBDX<*AB=<fc, 
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CoroL ï. La surface courbe du segment s^hérique^ 

dont il est question dans la prop. XXXVI II de ce.livre> 

^ . , /* — rd cos z . >., 

sera =2*7 sin *az = src / : » sm * s=s Sfarfa 

J y sm« , J 

sinv *=27cr sinv z. # 

a. La surface de la sphère sera donc 4^ r V ce V 1 * 
revient à quatre grands cercles de la sphère, au k le 
surface courbe du cylindre circonscrit=27urX ar. 



DEFINITION VIL 

A étant l'origine d'une courbe régulière AB, située 
dans un plan 7 si Ton donné le nom de pôle à un point 
G y choisi à Volonté sur le même plan ? on appelle rayon 
vecteur toute droite AC, ou BC, comprise eçttre le pôle 
et la courbe proposée $ et l'équation qui exprime le 
rapport qui existe entre un rayon vecteur quelconque 
BC y et l'angle ACB, se nomme équation polaire de la 
courbe- 

PROPOSITIONS., 

XLI. Lorsqu'on suppose l'angle ACB racrueyon à 
| RC7 X ^ACB égal à la fluxion de Taire ABC.,- et si 
l'on fait le triangle BCD rectangle en C , et le côté BD 

tangent en B ; on aura «£BC*= -~^ <*ACB, et <*AB=s 

Prenant l'angle BCE, formé par deux rayons vecteurs, 
pour fluxion de la racine ACB, et décrivant du centre 6 
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àTec le rayon BC, l'arc de cercle B/G , on aura x :BC:; 
BCE:B/G, et par conséquent B/G=BCrfACB; d'oùîl 
Suit que le secteur BGC= j BCqd ACB. Supposant donc 
l'angle ACB constant , et dACB infinitième , oa aura 

BGC . AEG— ABC ± BCadACB 

5ÂCB C0DStanl : ma,S dACB dACB * 

BÉC BGC BEG M ,„ „^ „^ 

^5A^-5Ââ=3Â«' ctBLGcsl < B ^ xEG ' 

c'est-à-dire, < EG X BC X <*ACB ; donc A ™~f? C 

— 7 ,| Cfi — <EGX BC, et par conséquent infini- 
tième, si Ton supposé ACB constant, et BCE infini- 
tième ; car on v aura alors BC constant et EG infini- 
tième ; donc 7 BC^ACB^tJABC. 

Tirant les droites BE, BG, et faisant l'angle CDH=: 
£BGG, et l'angle HDIe^GBE, puisque BC=CG, el 
par conséquent l'angle BGC=CBG, on aura BGC -f 
i BCG= 90 : mais DHC 4- CDH =90% parce que DCH 
=90°; doue DHC + £BCG = 9O ; et par conséquent 
DHC = BGC, et DHI=BGE : mais HDI=GBE i donc, 
en prolongeant CB, on aura un triangle DHI semblable 

Vf* ÎTÏ 
au triangle BCE, et par conséquent ^- = =tjj. Raison* 

nant comme on Ta fait dans la prop. XIII du lîv. XV, 
on démontrera facilement que l'angle ACB constant, et 
BCE infinitième , rendent DH = CD + infinitième , HI 
s==BC+infinitième, et B/G=BG (1 + infinitième). On 

CE— CB BC? EG BCq 

aaradonc ~5ÂCB" - CD=5ÂCB- CD :ma * 
E.G EGXBC _ EGXBC BCxHI 

■25S5~ B/G ~BG(i + infinitième) - »tt 
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(, - mfimuème) = CD + infinitième ( « -«*- 

finitième) = ?q£ ± infinitième j donc j?% dACB = 

pnvRn 
dBC. On trouvera de la même manière <*AB; 



CD 

Corol. (<*BC)»+(BCX<*ACB)» |"=^^Y {dAGB)i 
+BC ? «*àCB).= B ^ XBC y XCDy C^CB).: 

XLII. Dans un triangle rectiligne quelconque; les si* 
nn« des angles sont comme les côtés opposés. 

Dans le triangle ABC coupez BD égal au rayon r d'un 
cercle choisi à volonté pou* en mesurer Les angles, et 
tirez DE,. AF, perpendiculaires à BC. On a r:DE::AB 
:AF, rXAF=ARXDE, rX AF=AB>fsîn* ABC; 
et on trouvera de même r X AF = AC X sin ACB : 
donc AB X sin ABC = AC X sin ACB', et par conséquent 
AB : AC :; sin ACB :sin ABCL 

XLIII.. Dans tout triangle rectiligne , là somme de 
deux côtés est à leur différence comme h tangente de 
la demi-somme est à la tangente de la demi -différence 
des deux angles opposés à ces, mêmes côtés. 

Car AB:AC::sin ACB:sin ABC, donne AB+AC:AB 
— AC :: sw ACB+sin ABC: sin ACB~sin ABC [ce qui 
est facile à démontrer] :: tang ~ (ACB + ABC):tang 
1(ACB— ABC) [16. a3]. 

SçhoL Les côtés AB-, AC,. et Sangle compris étant 
donnés,, on trouvera facilement les deux autres angles 
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du iriangle; car la demi-somme de ces deux angfo 

étant = go*—{ BAC , en pourra trouver £ ( ACB — 

ABC), et par conséquent calculer £ (ACB-f-ABC) + 

i(ACB— ABC)=ACB,eti(ACB+ÀBC)— j (ACB- 

ABC)=ABC. 

XLIV. (cosiABC)»= jX ÀB+ ^ +AC X 

AB + BC — AC 
BC * 

Car BF= AB Xco»ABC [m ^. ^ ^.^ fc ^^ 

trer]= AB ?+Bg-ACy ^ a] _ ^ p ^ ^^ 

w,, ABC+o ABC— o r 

X a eos cos — -— = ~ (cos ABC+coso) 

[16. i43=-(cos ABC+r)= r f ABy + BCy-ACg 
1 a ; a \, aABxBC 

V r+r \ — r " v ^%+aABxBC+ BCy — AC? 

* r+r ;-4 X ABXBC 2 = 

r» (AB + BC)* — AC</ -1 r- , AB + BC4- AC. 

4 ABXAC J~~I X ÂB * 

AB + BC— AC 
' BC * 

DÉFINITIONS. 

VIII. Lorsque deux courbes et deux de leurs tan- 
gentes rectilignes aboutissent à un même point, l'an- 
gle formé par les deux tangentes s'appelle quantité 
de l'angle ; que ces deux courbes forment 'entre 
elles,. 
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IX. Tout triangle dont les côtes sont des arcs de cer- 
cles décrits du centre de la sphère f et situés sur sa sur-^ 
face , s'appelle triangle sphdrique. 

X* Si un diamètre de la sphère traverse perpendicu-*. 
lairement le plan d'un cercle qui passe par le centre de- 
la sphère, et se termine à sa surface, les extrémités 4% 
diamètre sont les pôles de ce cercle. 

PROPOSITIONS^ 

XLV. Soit r le rayon de la sphère, ainsi que du ceiv- 
cle dont on se sert pour mesurer les angles : je dis que- 
dans tout triangle sphérique les sinus des côtés sont 
comme ceux des angles opposés. 

Désignant par ABC un triangle sphérique, et par D 
le centre de la sphère, tirez BD, et du sommet A baissez 
AE perpendiculaire sur le plan CBD -, du point E , où, 
le plan. coupe la droite AÈ, menez EF perpendiculaire-, 
à BD; joignez AF et levez F G perpendiculaire au. plan, 
CBD. Les droites AE, FG, AF, EF> seront situées dans, 
un même plan , vu qu'AE est parallèle à FG: mais BF,_ 
qui est perpendiculaire à EF et à FG, doit l'être aussi; 
à AF, et d'ailleurs toute tangente au point B des arcs, 
AB , BC , doit y rencontrer perpendiculairement la* 
même droite BF; donc on aura l'angle ABC — AFE. 
Or, AE:AF::sin AFE:sin AEF; donc AE:sin AB::sia 
ABC:r; d'où l'on tire sin AB sin ABC=AEX/-. On. 
trouvera de même sin-AC sin ACBrrrAEX./ 7 ; doue sjiv. 
ABsin ABC=sin AC sin ACB. 

SchoL i • Dans le triangle ABC soit BAC un angle droite 
Prolongeant les côtés AB, BC> AC ; vers D, E^ F f jp&u 
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qu'à ce qu'ils deviennent chacun de 90 6 , on démon- 
trera sans difficulté que chacun des arcs DC, EC, FC, 
doit être de 90% et que par conséquent les points D, 
E, F, appartiennent à l'arc DEF d'un grand cercle, 
dont le point C représente le pôle. Ainsi, les arcs BD, 
BE, DE, AF, sont les compléments des arcs AB, BC, 
EF, AC, et par conséquent DE est le complément de 
l'angle ACB, ainsi que l'angle BDE l'est de l'arc AC. 
Cela posé , il est clair qu'à l'aide de la proposition pré- 
cédente , et du triangle BDE [qu'on appelle triangle 
complémentaire] , on pourra résoudre la question sui- 
vante : Considérant dans un triangle sphérique rec- 
tangle les trois angles et les trois cotés, et connois- 
sant trois de ces six objets, déterminer l'un des 
trois autres. Mais pour en faciliter les solutions, on 
pourra avoir recours à cet autre théorème : tang AB=sin 
AC tang ACB, dont voici l'investigation. 

La proportion des sinus donne sin DBE sin BD = r 
sîn DE, ou bien sin ABC cos AB=r cos ACB : mais 
on a aussi sin ABC sin AB = sin ACB sin AC; d'où 
sin ABC sin AB sin ACB sin AC _ r sin AB _ 
sin ABC cos AB ~ r cos ACB " ~ cos AB ™ 
?• sin ACB 



A _ sin AC ; donc r tans AB=sia AC tans ACB, 
cos ACB ' ° ° 

Lorsqu'un seul triangle complémentaire ne suffit point 

pour obtenir de suite les solutions dont on parle, on a 

recours au second CGH, si tué de l'autre côté. Supposons 

par exemple que le coté AB et l'angle ABC étant donnés, 

on démande le côté BC opposé à l'angle droit BAC. Il 

est visible que les deux théorèmes précédents ne sont 

pas applicables, ni immédiatement au triangle ABC, ni 
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an complémentaire BDÈ ; mais en ayant recours à 
CGH, l'équation r tang AB = sin AC tang ACB don- 
nera r tang CH = sin GH tang CGH, c'est-à-dire, rcot 
BC=cos ABC cot AB, d'où / cot BC=/ cos ABC +1 
cot AB — lr. Ainsi , toutes les fois que les valeurs du côté 
AB et de l'angle ABC seront données en degrés, minu- 
tes , etc. y on connoitra celle de BC par le moyen des 
tables Tnlgaires de sinus, tangentes, etc. 

2. Désignant par A un arc quelconque, on yoit que 
tin A=sin (i8o° — A), et que tang A = tang — (i8o° 
■ — A); d'où il suit qu'en pareils cas, on peut ignorer 
souvent lequel de ces arcs A, ( i8o° — A), ou — (i8o* 
— A), satisfait au problème que l'on a en vue de ré- 
soudre. Les propositions suivantes, qui ne sont pas 
bien difficiles à démontrer, aideront dans plusieurs cir- 
constances à les distinguer. I. Dans tout triangle sphé- 
rique, le plus grand angle est opposé au plus grand côté, 
et le plus grand côté est opposé au plus grand angle. 
II. La somme des angles est > i8o°, et < 3X i8o°j et 
la somme des côtés est < 36o°. III. Dans tout triangle 
spbérique rectangle, chaque côté de l'angle droit est > 
go°, ou <90°, ou=9o°, selon que l'angle opposé à ce 
côté est >qo°, ou < 90 , ou =90°. IV. Le côté opposé 
à l'angle droit est <90°, lorsque les deux autres sont 
de la même espèce , c'est-à-dire , lorsqu'ils sont tous 
deux plus grands ou tous deux plus petits que 90 5 le 
côté opposé à l'angle droit est > 90°, toutes les fois que 
les deux autres sont de différente espèce, c'est-à-dire, 
l'un plus grand et l'autre plus petit que 90*. V. J.es 
côtés de l'angle droit seront de différente espèce, si le 
fcôté opposé à l'angle droit est > go°; et si ce côté est 
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< 90% les deux autres seront de la même espèce, c'est- 
à-dire, tous deux plus grands ou tous deux plus petits 
que go*. VI. Chaque côté de l'angle droit, et l'angle 
adjacent à ce coté, seront de la même ou de différente 
espèce, selon que le côté opposé à l'angle droit sera 
plus petit ou plus grand que 90*. 

XLVI. Si deux triangles sphériques sont placés de 
telle manière que les sommets des angles du premier 
soient les pôles des côtés du second , je dis que les som- 
mets des angles du second seront les pôles des côtés du 
premier , et que chaque côté sera le supplément de l'an- 
gle où il a son pôle. 

Soient A, B, C, les pôles de DE, EF, DF. Si on 
prolonge AB, AC, jusqu'aux points G, H de DE, on 
aura AG=9o°, AH=9o°, et par conséquent E sera le 
pôle d'AB. On trouvera de même D, F, pôles d'AC et 
BC ; et puisque DH=9o°, et GE=9o°, on aura DE+ 
GH[=DH+HE+GH=DH+GE] = i8o°: maisGH 

=BAC; donc DE+BAC=i8o°. Si on prolonge BA 
jusqu'au point I, on aura BI=9o°, AG=9o°, et par 
conséquent AB+GI [=AG— BG+GI==AG+BI] = 
180 . Etc. 

Schol. Ces triangles s'appellent supplémentaires entre 
eux. 

XLVII. Dans tout triangle sphérique ABC, on a 
r* cos BC =r cos AB cos AC + sin AB sin AC cos BAC. 

Menant du point C l'arc CL perpendiculaire sur le 
côté AB prolongé, s'il est nécessaire , on aura dans les 
triangles rectangles qui en résultent, cos AL cos CL=r 
cos AC, et cos BL cos CL=r cos BC ; et par conséquent 
cos BG cos AL = cos AC cos BL: dpnc cos BC = 
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tos AC cos BL cos AC cos (AB — AL) cos AC 

cos AL cos AL r cos AL 

(cos AB cos AL -fs in AB s in AL), ce qui donne r* cos 

~~ Kr% 1Tfc , r cos AC sin AB sin AL 

BC = r cos AC cos AB H r-= : mais 

cos AL 

dans le triangle rectangle, on a r tang AL = cos BAC 

kr% , . ,. r sin AL sin A C cos BAC 

tang AC. cest-à-dire. rf- = r-* : 

07 'cos AL cos AC ' 

donc r* cos BC = r cos AB cos AC + sin AB sin AC 

. cos BAC. 

XLVIII. r* cos BAC [= — r* cos DE =— r cos DP 

cos EF — -sin DF sin EF cos DFE] =sin ACB sin ABC 

cos BC — r cos ACB cos ABC. 

XLIX. tangBC= cotBACsinABC+cosABcosABC . 

On a r* cos BC=r cos AB cos AC ■+• sin AB sin AC cos 
BAC , et par conséquent r* cos AC=r cos AB cos BC+ 
sîn AB sin BC cos ABC. Multipliant la première équa- 
tion par r, et substituant la valeur de r* cos AC, il Tien- 
dra r 3 cos BC===r (cos AB)* cos BC + cos AB sin AB 
sin BC cos ABC + r sin AB sin AC cos BAC, et par con- 
séquent r* cos BC — r (cos AB)* cos BC = r (sin AB)* 
cos BC=cos AB sin AB sin BC cos ABC + r sin AB sin 

A ~ «i^, . *« cos A B sin BC cos ABC , 
AC cos BAC, et r sm AB = . =r^ + 

7 cos BC 

r sin AC cos BAC . . . ^ sin BC sin ABC 

^ : mais sin AC=== ; — ^-,-p , 

cos BC sm BAC 

parce que sin AC:sin BC::sin ABC:sin BAC; donc, 

substituant la valeur de sin AC, et multipliant par r, 

il viendra r* sin AB = tang BC cos AB cos ABC+ tang 

BC cot BAC sin ABC. 
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ha* r r*sinAB— tangBCcosABcosABCTt 

L. cot BAC = — : - * . AT>n 1 

L lang BG sm ABC J 

cot BC gin AB cos AB cot ABC 

— sin ABC r 

r»cosi(AB+AC+B C)cos j(AB+AC— BC) 
U. (cos T BAC) = sinABsinAG 

_ r»cosHAB+AC+BC)cos(i(AB+AC+BC)-— BC) 
sin AB sin AC 
Car la prpposition XLVII donne cos BAC = 

r*cosBC — rcosABcosAC ^ .A..«.i^.BAr 

; — — . — — , et par conséquent cos BAC 

sin AB sin AC ' ^ * I 

r* cos BC — r cos AB cos AC + r «in AB sin AC ' 

+ r— sinABsinAC ~ j 

r'cos BC— r» cos ( AB+AC) _ 

sin AB sin AC 

ar» cos j (AB + AC + BC) cos j ( AB + AC— BC ) 

sin AB sin AC 

««a/^ BAC+o v ^ BAC— o r . 
(cos/j BAC) 1 = cos — X cos = — (cos 

BAC + ry y donc (cos \ BAC )*= 

r» cos \ ( AB + AC + BC) cos 4 ( AB + AC — BC) 

Schol. Pour résoudre les autres cas, on tirera Tare 
CL perpendiculaire sur AB , ce qui réduira le triangle 
proposé à la somme de deux triangles rectangles, lors- 
que les angles opposés à la perpendiculaire seront tous 
deux aigus ou tous deux obtus -, ou à leur différence, 
lorsque l'un de ces angles sera aigu et F autre obtus;, 
car les angles CAL, CBL, opposés au même côté de 
l'angle droit, doivent être alors tous deux obtus ou tous 
deux aigus , selon ce qui a été dit schol, 2, prop. XLV, 
liv. XVI. Les tables trigonométriques les plus ordinaires 
offrent des règles qui abrègent beaucoup ces calculs. 
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LU, La surface de tout triangle sphérique ABC est k 
celle de la sphère comme ABC + ACB + BAC— i&V 
est à aX36o°. 

Prolongez les cotés jusqu'à ce qu'ils se rencontrent 
en D, E, F, en devenant des cercles complets. Par les 
points C, F, menez un autre cercle CGFH, qui ren- 
contre ABD en G; sur la surface de la sphère et dans 
des plans perpendiculaires à Taxe CF, décrirez les arcs 
Ah 7 Et. Les centres de ces deux arcs seront situés dans 
Taxe CF, et on démontrera facilement que l'extrémité 
du sinus verse de FA sera le centre d'A A, et que l'extré- 
mité du sinus verse de CE sera celui de l'arc E*. On 
démontrera également que la surface décrite par l'arc 
CE dans une révolution entière autour de l'axe CF, 
est à la surface CEt comme 36o° sont à l'angle ECG. 
Nommant donc l'angle DCE, x et ECG, dx f on aura 
56o°X sinv CE:CEi::36o°:J:r,ouCE* = (sinvCE) dx; 
d'où il suit que la surface que l'arc CG décrirait autour de 
Taxe CF , le point i décrivant l'arc t'E, sera pareillement 
égal à sinv CGxAc : or, la surface EGI est plus petite 
que la différence entre ces deux surfaces, c'est-à-dire, 

EG* 
< (sinv CG </> sinv CE) dx ; donc ~-z — < 8 * n * 

CG en sinv CE : mais x constant et dx infini tième 

rendent sinv CG tt sinv CE infinitième ; on aura 

. CDG— CDE CEt T EGH . c . 
donc a l 0rs _ __ | = _J ==infîm . 

CE* 

tième, —t—[= sinv CE] constant, et par conséquent 

CEI fluxion de la surface CDE. On démontrera de 
même que F AH = fluxion d' A BF: mais les surfaces 
CE*, FAA ; sont égales, ce qui est facile à démontrer; 
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donc les triangles CDE, FAB, sont égaux. Nommons 
l'angle BAC, a; l'angle ABC, 6; l'angle ACB, c ; et la 
surface de la sphère, S. On aura surface CAFBC : S :: c : 

36o% et CAFBC = =-£- X S: mais le triangle CT>E== 
ÀBF; donc ABC+CDE = r^XS. Et puisqu'on a 



36o° 

~~56o e 



Aussi ABC + ACD [=BADCB] =^ XS, et ABC+ 



BCE==|~ X S; donc 3ABC+BCE+ACD+CDE = 
?tît C XS: mais ABC+ECB + ACD + CDE=iS: 

donc ?AE(C + \ S = „ fi ; X S, et par conséquent 

ABC = «+*+*- '8o» 

aX5(io<» * 
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livre xvn. a 3g 

LIVRE XVII. 



PROPOSITIONS. 



I. En 



iTANT donnés l'arc AB et le point À d'une sec* 
tion conique , mener une tangente par le point A. 

Ayant trouve le sommet G, et la position d'un dia- 
mètre quelconque CD, on mènera l'ordonnée AD pa- 
rallèle aux cordes que ce diamètre doit diviser en parties 
égales 5 et désignant AD par j-, et CD par x } on trouvera 
les coefficients A et B, qui rendent^* =Ax+B.r\ Soit 
AE la tangente, et £ le point où elle rencontre le dia- 
mètre CD prolongé. On aura DTLijrudxidj- [i5, 14], 

dx 
et DE =7* — : mais l'équation donne qydj-=Adx + 

dx Ù,Y 

aBxdx, et par conséquent -7- = 77^-; donc DE= 

ar* A+B* 

A+aB# — A+aB* A 

CoroL 1 . Si la courbe est une parabole, on aura B =0 , 
et DE =20;. 

a. Si elle est une ellipse, et F le centre, on aura, en 
désignant par fie demi-diamètre CF, et par g l'autre 

demi-diamètre conjugué, A=-|r-, B= — ~, et DE=s 

J J 

2/ — X 

/' X» 

-X 
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3. Si le sommet da demi-diamètre g éloit le point de 



contact, on aurait DE=—, expression absurde qui ne 

désigne antre chose sinon qne la tangente menée par ce 
sommet ne saurait rencontrer F abscisse : donc tonte 
tangente menée par le sommet d'un diamètre, est paral- 
lèle a l'antre diamètre conjugué. 

4. Si Ton suppose x >f, la râleur de DE deriendra 
négatire, c'est-à-dire , qne l'abscisse et la sous-tangente 
seront alors eo sens contraire. 

II. Dans l'ellipse, la somme des carres de deux dia- 
mètres con jugés, est toujours égale à la somme des 
carrés de deux autres diamètres quelconques conjugués. 

Soient AB, AC, deux demi-diamètres conjugés; AD 
un demi-axe ; BE, CF, perpendiculaires à AD; BG, 
parallèle à AC; AD=a; l'autre demi-axe ==£; et AE 
=x. On aura BG tangente, comme étant parallèle à 

AC, AG= f-, EG= £ -*= ^^1, BE 9 = *! 
x x x ' 7 a % 

(a* — a? 1 ), et par conséquent ^u-=Tr~ '• mais les trian- 
gles semblables donnent BEq'.EGc/v.CFq'.AFq , et par 
conséquent AFq = ^ XCFq = ~ XEGXCF? 

~lk XEGXCFqr: mais on a CFq= ^ (a*—AFq); 

done AFf = =£«--ï*xAF f , AF,« a * XEG - 



a? x " 7 ' 7 x+EG 

a 4 — x» / etCF7 = -^-(a 1 — a»+* l ):=^?,etpaj:con. 



Digitized by VjOOQlC 



LITRE XVII. 2Jbt 

séqaentABf+AC^AEy+BE^+AF^+CFy^x»* 

À* b % x % 

— (a* — x*) + a* — x* J = a % +b*z donc. etc. 

a* a 

III. Deux parallélogrammes circonscrits à l'ellipse 
sont égaux, toutes les fois que leurs côtés touchent la 
courbe aux extrémités de deux diamètres conjugués. 

Achevez le parallélogramme A G, et menez CH per- 
pendiculaire à AB. CG sera aussi une tangente 5 et puis- 
que sin BAE= — ; cos BAE = jg-, sin CAF= —, 

A 1? IVF 1 À F 

et 00s CAF= -j^r, on aura sin BAC = — X xp + 

^ X S d ' oh CH [= AC Xsin BAC] = 

BEXAF+AEXCF , , t . ,_ 
j^ , et par conséquent le parallélo- 
gramme AG = CHX AB= BE X AF + AE X CF = 

(b \ bx 

— v/(a a — x*) J v/(a a — x*)+x — =fl£:maisAG- 

est le quart de l'un des parallélogrammes en question; 
donc, etc. 

27*— — X 

IV. Soit djr=dxy/ - — — l'équation d'une courbe 

dont les coordonnées x ,y 7 sont perpendiculaires entre 
elles : on demande la sous-tangente. 

La sous-tangente sera kjr comme dx esta dy f comme 
y/x est à y/ (ar — x), comme x est à y/ (zrx — xx) f 
c'est-à-dire, comme l'abscisse a: est au sinus d'un are 
circulaire, dont le sinus verse est x , et le rayon r. 

ar — x 



Schol. L'ordonnée y sera z=zfdxy/ 



x 
\6 
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C— — — dx = /— — — — — -- dx. Soit z le plos 

/ r, xi J v/ (arx— x*) * 

petit arc positif dont le sinus verse est x : onaurajrr 

/lr + cosz , , /* — rdcosz , /* — coszdcosz 
±sinx — — ,/ sin x ~J 



±fdz±f—Q<xzX—^-=±fdz ± Cl 



sin z 
ces x <fz 



r 

= +/dz Aifd sin x. Soit * un nombre entier quelcon- 
que: on aura ^7-= + ( +' (2* — 2) rcr-f z) + sin z = + 
( i' ( 2 * — 2 ) w + x + sin x); d'où il suit qu'à chaque 
abscisse x, ou si nus y z } correspond an nombre infini 
d'ordonnées de l'un et dé l'autre côté de l'axe. Lasous- 

ydx + /7/x +/Vfsin z ^ . . 

tangente étant = ^—- = =^f . "r J J . X d smv z 

dj" + dz + dsmz 

fdz+fdsln z . — dcosz 

~ -.L_ — -^ <f smv z == /(dz+dsinz) 

dz + ds\nz dz+d&uk z J 

— dz sin z 



. 1 ^ v ' r-f cosx 

«H — # x cos z 
r 

4- rf sin z) = —: (±'0** — 2) %r +z+ sin x), il s'en- 
suit que la sous-tangente tombera tantôt du même côté 
que l'abscisse, ou sinus verse de z, tantôt du côté opposé. 
Cette courbe est nommée la cjrcloïde de Huiguens. 

Y. L'équation d'une courbe algébrique étant donnée, 
trouver ses points multiples, c'est-à-dire, les points où 
elle se croise ; et mener des tangentes par ces points. 

Désignons par A , B , C , D, etc. , des expressions telles* 
que a+6x+ty+Sx* + zxy-+%y-*+rix i +Qx*j'+ixy*+ 
ayi'rr- etc. , par x 9 jr , les coordonnées de la courbe, et 
par As=o ; son équation: on aura dA—Bdx+Cdy=o, 
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Il est clair que sî la courbe n'a que deux branches qui, 
se croisent, les coordonnées de l'une coïncideront avec 
celles de l'autre, lorsque ces coordonnées seront censées 
correspondre au point commun d'intersection, et que 
l'équation A=o aura alors deux racines égales, soit 
que l'on prenne x ou jr pour nombre principal. On: 
aura donc B=o et C=o, ce qui est facile à conclure du 
corollaire de la proposition XI du Ht. X; et les trois équa- 
tions A=o, B=o, C=o, détermineront les coordon- 
nées qui correspondent à ce point commun. Soit r l'abs- 
cisse, et s l'ordonnée qui y répondent* Tout comme Ton 
a conclu au corollaire de la proposition XI du liv. X, 
que deux racines égales dans l'équation Tx=o donnent 

-j— =oy on prouvera de même que trois racines égale» 

j d*Tx , d l Tx 

donnent -t-7-==o; que quatre donnent 3 = °; 

ainsi de suite -, et que si trois portions de la courbe se 
croisent, il y aura trois valeurs de x égales à r, et au- 



< c 



y <d*A 

tant de valeurs de y égales à s, qui rendront -7-^ = o, 

'*f a A 
et -1-^ =0; que si quatre portions de la courbe se croi- 
sent, il y aura quatre valeurs de x égales à r, et au- 

tant de valeurs dejr égales à s p qui rendront —57=0^ 

{ d l A. 
et — 37 =0, ainsi de suite. Cela posé, s'il n'y a que 

deux arcs qui se croisent, le rapport entre dx et dr qui 
détermine la position des tangentes, doit se trouver 

dans l'équation d*A=<£ ( -73- dx + -7-7- dyjza 
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d (Bclx+Cdy)=dBdx+Bd*x+dCdy+Cd % y^d&dx+ 
dCdy===Edx*+Fdxdy+Gdy*=o-, s'il yen a trois qui 
se croisent, le rapport de dx à dy, doit se trouver dans 
équation d*A =d (Edx*+Fdxdy+Gdy*) =dEdx*+ 
xEdxd*x + dFdxdy -+■ Fd*xdy + Fdxdy + dGdy* + 
&dydy=Iidx i + Idx*dy+Ldxdy % + Mdy 1 , ainsi de 
suite; et il est bon d'observer que ces équations sont 
les mêmes que l'on aaroit trouvées, si l'on prenoit les 
fluxions en regardant dx et djr comme indépendants 

de x et y. 

x 
-Exemples. Soit^=£ +{x — à)y/ — l' équation de la 

courbe proposée. On aura ay* — layb+ab* — x*+aax* 

— a*x = o , dont la fluxion est 2aydy — làbdy — 
3x*dx -\-^axdx — a*dx=na (y— b ) dy+ ( — 3x*+£aa: 
. — a*)dx=o: mais ia [y — b)=zo, et — 3x*+^ax — a* 
= o, donnent y=b 7 et x-=a, des valeurs qui satis- 
font à l'équation «y* — ^ayb-^ab* — X 3 + nax* — à?x 
==o; donc l'abscisse a correspond à nn point multiple. 
Prenant la seconde fluxion., comme si dx et dy étoient 
indépendants de x et y, on trouve 2ady* — dxdx % + 
/tadx*=o, ou, en substituant a au lieu de x,nady* — * 
2adx*=o, et par conséquent dx-=dy; d'où il suit que 
l'ordonnée est égale à la sous-tangente. 

Soitj-4 — ûxy*+bx*=*t> r équation. On aura iy*dy 

— <ïaxydy — ay*dx + 3bx*dx = 2 ( 2J 3 — axy) dy ■ — 
(ay* — 5bx*) dx=x>. Les équations zy l — axy=.o f 
et ay" 1 — 3&r a =:o ; donnent indifféremment entre elles 

lès valeurs x=o, ety=o; ou bien x = rrr, et y=}/ 
j^gi mais les premières valeurs x=o } et j-=o, s'ac- 
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cardent avec Inéquation y*-*~r axy % -fc bx* = o_, tandis; 
que les dernières ne sauroienty satisfaire;- dfcnc iî^ y a» 
dans la courbe un point multiple qui correspond a Fàbsr 
cisse o. Prenant les fluxions sans faire dépendre dx de x 
ni djr dey , on trouve d* (y*- — >axy % -)rbx*) = izy*dy* 

— laxdy* — faydxdy+fyBxdx* === o X dy % — o X dxdy 
-f-oX^ a ; équation qui ne détermine rien : mais d*(y4 

— axy* -f bx 3 ) = it^ydy 1 — ôadxdy* + 6bdx y — o, 



et. 



donne dx=o ou dx= + dy^/ -j-. Ainsi, la première 

Valeur Jar=o indique une tangente' parallèle aux or- 
données^ 

VI. L'équation d'une courbe étant proposée, trouve? 
ses asymptotes rectîlignea. 

Soient x l'abscisse, et y l'ordonnée. La supposition 
de a:* + y* infini, indiquera, moyennant l'expression 

•2— x 7 le point où l'abscisse, prolongée à volonté \ 

coupe l'asymptote , et donnera en même temps la valeur 

dr 
de la tangente -4- de l'angle compris entre ces deux 

droites*. 

Soit par exemple l'équation oz=sz*ab*x+b*x* — a*y* 9 
à l'hyperbole : on aura o=z*ab % dx+!àb*xdx — 2a?ydy, 

dx a*r ,, , i -. yàx ax 



dy ab*+b*x' * dy a+x 

sera la portion de la base comprise entre la tangente et 
l'origine des abscisses. Supposons x*+y* infini , et que 
par conséquent la distance de l'origine des abscisses ad 
point dé contact augmente à l'infini: on aura x infini 4 , et 
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ax • ax a* 

—r— = — r— = a — — j— = infini tième ; donc la 

a + x x+a x+a ' 

ax 
différence entre a et diminuera à l'infini, et la 

a-{-x ' 

position de la tangente approchera sans limite de celle 
de l'asymptote. On voit done déjà par quel point de 
la base on doit mener l'asymptote. Reste donc à dé- 
terminer l'angle qu'elle doit faire avec la base. La 

tangente de cet angle sera —, comme l'expression -£ = 

a * ax 

ab*+b*x _ b*(a+x) h x+a 

a*jr ab y/ {^ax+x % )~^^ \/\x*+2ax) "*" 

dique, puisque cette expression se réduit à — lorsqu'on 
y suppose:? infini. 

Soit x l'angle qui détermine la position du rayon 

v*dx 
vecteur v, et supposons v infini : l'expression —z — de 

la sous-tangente indiquera la position de l'asymptote. 

Exemples, Soit vx=a. On aura vdxz=z — xdv 7 et 
v*dx 
~~av~ = ~ vx = — a: ma * s v infini rend x infini tième; 

donc, si du pôle de la courbe on mène sur le côté fixe 
de l'angle x , une perpendiculaire égale à a, la droite 
parallèle à ce côté, tirée par l'extrémité de la perpendi- 
culaire a 7 sera l'asymptote de la courbe dont il s'agit* 
Cette courbe s'appelle spirale hyperbolique. 

c •* ^ v*dx 

boit z%v=x. On aura —— = 2*2;*, expression que 

v infini rend infinie. Cette courbe que l'on nomme spi- 
rale d'Archimède y ne sauroit donc avoir des asymptotes, 
yil. Supposons^ fonction de x, dx indépendant da 
x, dy=A, ^=,B,^4 r==C , etc. 
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dr 
Que dx dépende ou non de x } la valeur de ~- sera 

toujours la même [i5. déf. 4] : donc chacune de ces ex- 

ainsi de suite, aura toujours la même valeur: mais dx 
indépendant de x rend d -^- = -7—, d (— d -j- j = 

5F> * (s rf (s d ir))= s?> ainsi de 8uitej donc > 

quel que soit dx } dépendant ou indépendant de x r 
on aura toujours A=dxd-^L , B = dx*d ( — d -j- L 

^(i^£)))' ainsidesuite - 

DÉFINITION. 

Lorsqu'un cercle touche une courbe quelconque dé- 
telle manière qu'aucun autre arc de cercle ne puisse 
passer par le point de contact entre la courbe et le 
cercle , on dit que dans ce point la courbure de la 
courbe est égale à celle du cercle , et que le rayon et le 
centre du cercle en sont le rayon et le centre de cour- 
bure ; et la ligne qui est le lieu de ce centre s'appelle 
développée. 

PROPOSITIONS. 

VIII. Soient z une courbe régulière, et x, jr, deux 
coordonnées faisant entre elles un angle droit : je dis. 
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que le rayon de courbure sera perpendiculaire à la ligne 

3 

*f ei — . • 

— dx*d% 
dx 

Supposons AB=x, BC=jr, dx indépendant de x, 

dz l 
CD= ■■ et perpendiculaire à la courbe z, DE le 

lieu du point D, et achevons les triangles rectangles 
CDF, DGH. On aura dz*—dx*+ dy*; dzidx:iCb:CF } 

CF= — -TT-; et on trouvera de même DF= — •% _ ; 
— d y ' — dxdy* 

dydz* 
d'où par conséquent AG^zx-\ ■ . . --, et DG= — y 

dz* , jA p , <&* %drdzd*z , drtPrdz* 

rfy' <£r dxdy dxdy 

dy* %dydzd*z dydïydz* dy f , 

' dâT ~ dxdy dxdy* dx \ ? 

ïdzd*z , d*ydz*\ ___ . ndzd*z , d*ydz* 

dx \ J dy d*y % J ' dx 

/ , 2dzd*z , d l ydz*\ . . x/(^ ft +^r a ) 

x-irg: ^5 donodDE== _.w^ f 

v/(ax*+<(7**) rfy ' dxdy 

d*ydz* . </z 3 T . , . ~_ .__, 

.-il-— — rf — T-rr-- n n y a donc entre CD et DE 
dxdy* — dxdy J 

aucune différence qui dépende de x. Les valeurs que 

Ton vient de trouver pour dAG et dBG, donnent dAG 

: rfDG :: dyidx; mais il est aussi GTLiTKriidyzdx; donc 

GH :DG:j dAG \dDG-, d'où il s'ensuit que Tare DE toa- 
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clic en D la droite CD. Supposons maintenant que le 
point D soit situé dans un arc IDL qu'aucune droite ne 
paisse rencontrer en trois points. Menons IM perpendi- 
culaire à la courbe CM. Ces deux lignes se toucheront 
en I [dém.] j et prolongeant IM jusqu'à la rencontre de 
CD en TS, on aura CD=DIM [dém.] ; donc CD > DM 
[ 1 5. axiom. ] et < DN + NM [ 1 5. axiom. ] , et par con* 
séquent MN > CN ; donc le point M [ ainsi que tout 
autre point de Tare CM ] sera situé dans l'intérieur du 
cercle que Ton décrira du centre D avec le rayon CD, 
et en dehors de celui que Ton décrirait du centre N 
'avec le rayon CN. je dis la même chose de tout autre 
point de la droite DN. Menant LO perpendiculaire à la 
courbe MCO, tirant DO, et prolongeant CD jusqu'à la 
rencontre de LO en P, on aura CDL=LO ; et<DO+ 
DLj d'où l'on tire CP-r-PL>LO, et par conséquent 
CP >PO. Donc le point O, ainsi que tout autre point 
de l'arc CO, doit se trouver en dehors du cercle que Ton 
décrira du centre D avec la rayon DC, et en dedans de 
celui que Ton décriroit du centre P avec le rayon CP. 
Je dis la même chose de tout autre centre pris sur la 
droite DP. Or ; il seroit inutile de considérer des cercles 
dont les centres se roi eut hors de la droite NP ; donc il 
n'y a point de cercle qui puisse passer par le point C, 
entre la courbe MCO et le cercle décrit du centre D 

avec le rayon CD; donc CD, et par conséquent — 

sera le rayon de courbure relatif au point C, lorsque dx 

ne dépend pas de x. Cela posé, que dx dépende ou non 

dz* 
àex, on aura toujours CD= — 

-da+dp 
dx 
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Corol. i. Tout rayon de courbure touche la déve- 
loppée au centre de courbure. 

2. La différence entre le rayon de courbure et la dé- 
veloppée est nulle ou indépendante de l'abscisse. 

IX. Soient AB un arc de courbe régulière , G le pAle, 
BG un rayon vecteur, DGE une droite donnée de posi- 
tion, et désignons AB par z, BG par v, et l'angle BGD 
par u : je dis que le rayon de courbure, correspondant au 

point B, sera=^r 3 *« f dudz* — v*du*d —j- J. 

Menant BE perpendiculaire à DGE, et désignant GE 
par x, BE par jr 9 et le rayon de courbure au point B 

par R, on aura R=^ ** f— dx*d-£)=dz 1 ** {dyd*x 

— dxd*y) : mais x=zv cos u etjr^=v sin m; donc dx 
= dv cos u+vd cos u=dv cos u — vdu sin u y dyz=.dv 
sin u+vd sin u=dv sin u+vdu cos u, d % x*=d?v cos u 
—rïdvdu sin u — vd*u sin u+vdu* cos m, et rfy=d 9 v 
sin u + %dvdu cos u + vd?u cos u — vdu* sin m, et par 
conséquent dz* [=dx*+djr*]=zdv % +v*du*, et djrd*x 
— dxd*y = idv*du + vdvd*u — vdud*v + v*du* ; donc 
dz* *y$ ( dyd*x — dxd*y) = dz 1 ^J (v a <fa 3 + idv % du + 

vdvd*u — vdud*v)=dz* *y$ Idudz* — v*du*d-^- J=R. 

SchoL Les géomètres savent par expérience que toute 
variable dont les valeurs sont susceptibles de différences 

infini tièmes, devient o, ou— , lorsqu'elle passe de posi- 
tive à négative. Gela posé, il est visible que tout point 
d'une courbe régulière, qui en sépare deux concavités 

opposées , doit avoir o ou — pour rayon de courbure ; ce 
qui veut dire en d'autres termes , que les points de cette 
espèce ne sauroient avoir des rayons de courbure. 
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LIVRE XVIII. 



PROPOSITIONS. 



..É 



crivawt Râla place de a + bx n 7 on aurayiz m RP<te 
b (m-f i +#ip) (ra-f i +»/») 

m+i+n/? m+i+np'' 
_—x m + l 'Rp+ 



an{p + 



■J^ m + i+np+n + 

i) ^ <m(/>+i) y 



wi+i ro+i ,/ 

V1 '-*n(^ + i) bn(p+i) J * 

VIT. Désignant par P... M... D [—fxr&rdx] une 
série dont P représente le premier terme, M l'un des 
termes moyens, et D le dernier; par fie nombre de ter- 
mes qui précèdent chaque terme M, et par A le coeffi- 
cient de tout terme précédent: je dis que si l'on conti- 
nue, suivant toujours le style des propositions précé- 
dentes, à résoudre en deux termes chaque fluente in- 
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diqaée, on aura f zf^Kfdx = P M I> - 

£(m+i +/i/?) £(m + i+/i/> — tn) 
.... — Aa(m + i—tn)fx m -' n RPdx 

VIII. = J? " + ' Rp+ ;.„ -A»0 + »+y + *0 ^ + , 
.... — A£ (m+ 1 +np+th)fx m + t *Rrdjc 
IX. = £±g Aanip+t-t) ,. + iB|P _, 

ci/i^ + i) m+i+/i/? 

XI. = g±g -Afa(y+.-lo xM+f+ ,„ R; ,_ t 

m+i wi + i+m 

.... — A£n(/? + i — t)fx»+ tH 'RF-'dr 
XII = f^^+l -A(m + »-m) j . i+1 ,.^. lt ^ i4l 
^«(/?+i) * * bn{p + i +0 
. . . . — A (m + 1 — tn) fx* n - '"Rp-Kir. 

r 

Exemples, i. La prop. VII donne fx*{i — x*)~" a <£r 

! * 

La flnente / ( i — x*) *<£r est égale à an arc circa- 
laire dont x représente le si nos. 

3. Par la même proposition, on aura/j 3 (i + 4j*) *^T 

3 
= (T ï r , -ÎT-.)( I +4^) î - 

1 

3. La proposition VIII donne fx~*(i — * a ) a <& 
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4. La proposition XII donne /z 3 ( 1 — z)-*dz= \z* 
(1 — z)-* — jz*(i — z)- l + 3fz(i — *)—'<£?; mais parla 
prop. I**. ona/z(i — z)- r dz= — z+/(i — z)" t dzf 

et/(i — z)~*dz est =— ^=^== — /(i— z)[i5.8]; 

donc/z 5 (i — jB)-»A=iz 8 (i— z)— — fz a (i — z)-« 
— 3z — 3/( 1 — z). Si Ton avoit poussé la rédaction au- 
delà du second terme , toujours par la voie de la propo- 
sition XII, ou auroit trouvé des expressions absurdes. 

5. Laproposit. XII donne/a: 6 (a a +ï')""Wx= — \x* 

(û 4 +^)" 3 — g-r x*(a*+x*)-* j— x(a a -f x*)-» 

+ ljj± f(a*+x % )~ l dx: msLisf(a*+x*)-'dx f= — 

/ / 1 + — - j — représente un arc circulaire z dont 

— est la tangente [16. 25]; doncy , x*(a*4-x , )-*<ir= 
— ixV+x»)-' — ^(a'+x 1 )-»— $x(a*+x')-* 

*T 

X1ÏL Désignant par a un nombre non moindre que 
chacun des coefficients négatifs d'une équation quel- 
conque, du genre de celles dont on s'est occupé dans le 
liv. X , je dis que toute racine positive de cette équa- 
tion sera <a+i. 

Posons le cas le moins favorable, et soit x m — ûx m "" 1 

•— aar m "^* — etc.=o une équation proposée. On aura 

x™ — ax m "~ '-— tfx m "**-r— etc.= — a — ax — ax a — ..... 

1 •— — wC m 
~-ax m ~ l +x m z=:x'*'*~' — ■ a . Mettant a+ 1 à la place 
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I —x** 
de x, on trouTC X"* a = i , et par conséquent, 

i ■ x 

si on suppose x=a+i, on aura x m >ax m -~ , +ajp m — i. 
-♦-etc.; mX m - x >{m — ï) ax m - % + {m — ï)ax m —* + 
etc. j (m — i )mx m ~* > (m — a) (m — i)*x»- s +(ii» — 3) 
(m — a)ax"*-*+ètc , ainsi de suite $ donc tous les poly- 
nômes dérivés de x m — ax m ~ l — az m ~* — etc. =o, 
d'après la proposition XI du Ht. X, seront positifs. 

Tx 
XIV. Trouver la valeur de — , lorsque x= a donna 

t\ X 

Ta=o=zàa. 

*d n Yx 
Soit n le plus petit nombre qui ne donne point w> 

*d n bx . T*x 

= —7-^-=o, lorsque xx=a: je dis qu'il sera alors — 

*d*Tx € d n \x 
= , n , **t , w » . Substituant a+z à la place de x, on 

Tx T(u+z) / dTu <d*Tu \ 

aura — = -± — --^ = [ Tu + -j—z + -j-^z^+etc. ] 

Ax b(u+z) \ du ndu*' ) 

(d\u <d*bu \ n 

Aw+ -y— z + 2 «> z *+ elc * )• Supposons que u=a 

rende ^4-4=( A + Cz + E «*+etcO ^ (B+Dz-f Fz* 

A(a+z; 

+etc.) ; et que l'on ait d'abord A =o=B, mais non pas 
C=o=D: on aura ) * Z ; =(Cz+Ez 9 + etc.) ■« (Dz 

+Fz«+ etc.)=(C+Ez +Gz* + etc.) ■* (D+Fz+Hz*+ 

Ta C 
etc. ), et- - = •:. Soit A=o=B et C=o=D, mais 
" Aa D ' 

non pas E=o=F : on aura /* - =(Ez* +Gz 3 + 

* A(a+z) 

etc. ) •« (Fz*+Hz 3 +etc.) = (E+Gz+etc. ) ■« (F+Hz 
+etc), et par conséquent — = — . Ainsi de suite* 
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Exemples, i. On demande la râleur de (y/(2û 3 a: — 

3 4 

a^) — ay/^x))^ (a — y/ (tf# 3 )) lorsque a:=a. Puis» 

,1 3 

que x=arend — ^(^(a^a; — x*)—ay/(a*x)) 

f ^— 2 * 3 fly/^g) "] __3 i 

L ~ y/ (ia*x—x*) 5x J~ * ' e dx 

d^a — ^iax 3 )) [= — 4 v'j] = — 7, on aura ^ a 

pour la valeur demandée. 

2. On demande la valeur de (x + nx n + % — (n+ 1) 
a: B + , )^( ï — 20% lorsque a: = 1. Puisque x = 1 rend 

— (dx+nx n +*—(n + i)x n +')[=i+n(n+2)x n +* — 

(/i + ,)>x»]=o;^rf((i-a:) a )[=2a:- 2 ]=o^rf 

(^+/^(/I+2)x n + , — (/ï + i)*j; B )[=7i(/i+i)(/i+2)j: n — n 
(/i+i) a ^ B - , ]=«(«+i)(n+2)— /i(/i + i) a =n(/i + i)j 

&-f d (2x — 2 ) = a, il s'ensuit que 1 n ( » + 1 ) sera la 

râleur demandée. 

XV. Trouver les facteurs binômes d'un polynôme 
quelconque , formé d'après la définition II du lir. X. 

Soit x nombre principal dans l'équation V=o, dont 
les racines sont égales et en nombre pair; dans l'équa- 
tion X=o , qui ne renferme que des racines réelles et 
inégales; et dans Z=o, ou il n'y en a que d'imaginai- 
res. On demande les facteurs binômes de VXZ. 

Soient nn f n" la courbe dont Vn=y représente l'or- 
donnée, AP=x l'abscisse, et X==^ l'équation . Les points 
B, C, D, etc. , €, 7 , $ , etc. , où la courbe rencontre 
l'axe, déterminent les racines positives AB ; AC, AD ; etc., 
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et les négatives A6, A -y , A$ , etc. , qui rendent X=o. 
Ainsi on remarquera d'abord , qoe cette courbe ne sa* 
roit rencontrer l'axe sans le couper; car si elle ne 
faisoit que le toucher, comme on le voit en R, 1 équa- 
tion X=o de v roit avoir des racines égales, contre l'hy- 
pothèse. Soit m moindre que la plus petite différence 
entre deux racines quelconques deX=o, et suppo- 
sons qu'aucune de ces racines ne soit m , ni multiple 
de m. Si Fou prend successivement o, m, im , 3m, 
4m, etc. \ o, — m, — 2m, — 5m, — 4 m s etc - 7 V° m 
abscisses, il est clair que jr doit changer de signe autant 
de fois qu'il y aura de racines réelles et inégales : donc 
chaque changement de signe indiquera nne racine 
réelle : mais il n'y en a point dans Z=o [sup. ] ; donc 
les substitutions deo, m, etc. sans apporter aocan 
changement de signe en Z, doivent produire en XZles 
mêmes changements qu'en X. Séparant donc le fadeur 
V du facteur XZ [10. i5], s'il y en a un; mettant Tx 
à la place de XZ, et désignant par S la différence entre 
deux racines quelconques de XZ= o, on aura r(x+$) 
=0 ; car x+B sera une racine de Tx = 0. Éliminant* 
entre les deux équations T(x+8) — o etTa:=o, on 
obtiendra A($*)=o; car, désignant par a, b, c, etc., 
les racines de Tx=zo, on aura (S — (a — b)) (S — (£— 
«))(*— (* — *))(*— (c— a))elc.=(i— (a— *))(* + 
(a— *)) (S— (a— c)) (»+(*— c))etc. =(*»— («—W 
(S* — (a — c)*)etc. =0, équation dont on déduira I, en 

regardant £' comme nombre principal. Substituant •—• 

pour S* dans A($ a )=o, on aura encore 6s=o. Soit X 
non moindre que chacun des coefficients négatif de 
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i ' 

0i==o ; et y/ non <m: le plus petit 8 sera > m* 

Substituant donc successivement o, m, im, etc., o ; 
« — m, -—ara, etc. , à la place de x daiis rx, on obser- 
vera autant de changements de signe dansTor, qu'il y a 
de racines réelles dans Yx=.o. On pourra donc trouver 
de suite ces racines, soit exactement; soit par approxi- 
mation. Si, en substituant o , m , im , 5m, etc. , on par- 
vient à un multiple de m plus grand que chacun des 
coefficients négatifs de Tx = o, il faudra conclure qu'il 
n'y a plus de racines positives dans Tx—o. On recon- 
noîtra de même s'il y en a dans V — ar=o, c'est-à-dire, 
s'il n'y en a point de négatives dans rx = o. 

Les racines réelles une fois trouvées, il sera facile de 
séparer X de Z. 

Venons maintenant à Z. On sait que chaque nombre 
à deux racines carrées, égales et contraires, et que par 1 
conséquent, si A+By/ — i est racine d'une équation 
quelconque, A — B y/— i le sera aussi. Or, l'expérience 
a fait voir aux géomètres, que l'impossibilité des racines 
des équations ne provient que de l'impossibilité de la 
racine carrée des nombres négatifs : donc, puisqu'il n'y 
a que des racines imaginaires dans Z = o, si Ton sup- 
pose cette équation du degré 2/1, il s'ensuit qu'il y aura 
dans A($")=o un nombre n de racines réelles de la 
forme — 4B*. Cherchant donc les valeurs réelles de S* 
par la méthode connue, et substituant ces valeurs dans 
une équation :rA&+S$=o, que l'élimination de x doit 
nécessairement fournir, on aura deux valeurs de x pour 
chaque valeur de d*. 
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XVI. * étant un nombre positif, on demande 

x*+ax*~ t +bx i ~\..+h X - 
Supposons que le dénominateur de celte fraction ait 
le nombre u. de facteurs réels de Ja forme x+a, le nom- 
bre v de facteurs binômes réels de la forme x+€, etc., 
et que les facteurs binômes imaginaires, s'il y en a dans 
le même dénominateur , se trouvent dans les nombres 
p, « , etc., de trinômes réels de la forme x 9 +ex-|-Ç, x* 
+TjX-|-0, etc.: on pourra donc égaler la proposée à la 

suite de fractions — - — ^7 + 

. (x + a)r 

A , x v - , +B , x v -* + etc. 



(x+6) v 



+ etc. + 



y*r a ?-»4-Hx a P->-f-etc. G / g* tf -»+H / x**- a +ete> 

{X* + IX+X)V (X' + TÏX + O)* 

-4- etc. , dont la somme fournira un nouveau numéra- 
teur, qui étant égalé à celui de la fraction proposée, 
donnera les valeurs de A , B, C, etc., A 7 , B' ; C 7 , etc., 
G, H, I, etc., G 7 , H 7 , I 7 , etc., etc. Ainsi, la solution 
du problème ne dépendra plus que de fluentes , telles que 

/' x m dx /* x n dx 

(5+aP ety^^^j^^^dontla dernière reviens 

dra à / ru?~i t *' + W > si lon sabstîtae "— \t.k\k 
place de x. 

Exemple. Trouver fdxTx=z 
4x 3 + 5x a + ix -\- 1 



dx. Le dénominateur 



J X 6 2X 5 + X*+X* IX* +X* 

étant =;r(x — i)(x — i)(x + i)(x a — x+ 1), on fera 

A , A'x+B 7 , A" , Gx+H . 
rx= — + -7 — -^r + — r- + a , , dont la, 

x (x — 1 )• X+I X*-r-X+I 7 
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somme aura pour numérateur la suite 

+ A X 5 — 2A ;r*+ A x* 4- A x* — 2A x+A 

+ A'x 5 + B'x* + A'x* + B'x. 

+ A // or 5 — 5A // ^ 4 + 4A // o: 3 — SA'^-f A"* - -:; 

4- G x 5 — G x*— G x 3 ^ G x». ., > 

4- H x*— H x 3 — H x* + fix, 
leqnel, étant comparé à celui de la fraction proposée; 
donnera Â + A / + A // +G=?o > — aA + B' + SA"— 
G + H=o ; A+4A"— G— fi =4, A+A'-^SA** 
G— H = 5> — 2A + B / + A" + Hz=2, À=±=i, et pa* 

conséquent H = ~ , G= — ~, A/'= ^ A / s=:^— , 
ctB'rzz: — : donc ia fluente demandée sera == ' 



2 «/ s ' #" 

\J <j{i — xy -7^+0 7 5(^-^1) 

1 5 i5 

= Zx + ^7 / ( x + 1 ) — « / x ( t — ar)** dx + -— 

y (1 — X )- d dx + ~ / , ~"** ^ Substituant fc + 
o^/ x a — x4n 

1 ^ Lx~t \ * a * 

— pour x dans — ■ — dx , on trouve dette fluxion =s 

2 r x* — x4-i 7 

Au — o , Ludii (\du À /* Audit 

M rfB = £tî~ £h : ***J h* œt = 

07/ *> .y , x 
Ton désigne par % l'arc circulaire dont -y^- == — j=— » 

y S, y/ 6 

' * £*-* * ' du 

est la tangente ; on trouve / — 7-* X 4 ■ " ■ = *> et on a 
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aussi/(i — x)-**£r=(i— x)-',et/"x(i — x)~*dx 
=x (i — x) -'+/(! — x)' y donc la fluente demandée 
6era=ix+£/(x-f-i) — fx(i — x)-«— |/(i — x) + -^ 
(i — x)- 1 -f 2/(jt* — x + 1) — (a y/ 5)z+ un nombre in- 
dépendant de x, qni devra satisfaire aux conditions du 
problème. 

Schol. La différence étant = i, et 

i — x i — x 7 

par conséquent indépendante de la racine, on ne doit 

pas être surpris de ce que la fluente f ( i — x)—* dx soit 

égale h x (i — x)~~' , ou égale à ( i — x)— ' : on pourra 

donc donner à fdxVx la forme /x+£/(x+i) + 5a? 

(i— x)- 1 — |/(i— x) + 27(x* — x + i) — (Zy/5)Z 

4- 1 , en désignant par I le nombre qui ne dépendra 

que des conditions du problème. 

r 

XVII. On demande/x m <a+&x n j* dx. 

r 

Mettant a* à la place de a+bx n , on aura (a+bx n )* 



du, et par conséquent y* x"* (a+bx*)* dx 



~n~bJ U X \~T~) * 4«, q«e les propo- 
sitions précédentes donneront facilement, lorsque 



sera un nombre entier ou zéro. 



Si Ton faisoit u'=<ix-~ B +£ ; on auroit x=f ; , j . 
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dx = -( = ) X ; = v — a n fu'— x 

n\u' — bj * {u'—by v J u 

du) t$ \n (a'— bj )• et a+bx*=a+ * = 
-7— r-, et par conséquent la proposée seroit==/ f ( a » 
a'u'X —a"su*~ l du) ^ V(a'— £) n (tt'~£) 7 /ï(u'_ 
*)" + '))— J (( — a 7 + ~"~X **■+'-« <fc) -* 
(»(«*' — £ ) *" "*" rt yy, que les proposi lions précéden- 
tes donnent également; lorsque 1 est un 

nombre entier ou zéro, 

/* dx 
Exemple. Posant e % x~* + 1 = u % , on aura / 

* •(«•*— +0 — 1 a V ^(ê r9 + ^) — * 

= I + /^^Ç±f!^±£ que Ton réduira à I + 

/ X — 2 — f en multipliant en haut et en bas par 

o 

• (§* + *') +*? ou à I + f -_-X— - - , en mul- 
tiplîant de même par y/ (g* + x' ) — x les deux termes 
dc >/(£' + *') + * 

XVIII. Pour trouYer/a^a + fa^+cx*'')» <£y, il 
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est utile de faire x n =u> , lorsque m est positif, et 

x n = ( u J } lorsque m est négatif. 

Exemple. Désignant par <p la fluente 

/adz f 

zV{z *-zbz+b^ar et su p^ osant z = { u + 

b \-« b % — a* 

tz r) , on aura -z = ttt r^ — rr > " z ~ 

b % ^—d*J 7 (5* — a % )u + b' 

v ' z*~-*nbz±b* à} — v y 

((b*—-a*)u+b)*' T * ~{(b*—o*)u+b)* 

2'b* — a*)b . / £*— a* 

(b*~a*)u+b^ — ^ u \((b* — a*)u+b)* 

%b \ _ â »+(£» — a*)*u % 



:}=(£» — a 



{b*—a*)u+b J K } ((b % —a*)u+b)* 

a*(b* — a*) f /^*_a a V \ 
= ,, r » — ^ îtt( — 1+ [ w et par con- 

séquenty= - |jEbj/ ((^ A ) * (^(~ * * 

( ^^ )"«•))} Soîl * > " : ? Sera =' ^F3?) 

,( (V _, ) , W _ I+ (5!=£)-.)_i!=f:„)) 
-7«^'(('(— m-)-^ 

^ J ^ (y/-^ ï ) )• Soit # > & ; multipliant un radical 

far — v/-^ i, et l'autre par y/-r-' i, le résultat en sera le 
même que si pp en njuJtipUoit un $eul par ( — y/ — 

• -! = , : on aura 4onc y ^ ^(X-^/ I(-~ 
« aw j -^ y/ / i — ( ) u * )r P es, 6 U0Ils P** 
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. , . , a?r-b* r a* — *■ , £"] 

y 1 arc circulaire dont u =— H — f 

a L az a J 

est le cosinus: on aura — P=J*« 

-^-a^-f-etc. 



aura EF=r*~ -r- z+ ^pr*- ^^ *>+**., 



a.3.4<te* 

Désignant fdxTx par Taire ABCD correspondante à 

F abscisse AB=ar, et à l'ordonnée perpendiculaire BC: 

é=Tx- 7 prenant BE=z, et menant EF parallèle à BC, on 

dTx . { d*Tx . <<i 3 I\r 

dx 

™?t?^ Cf^ dTx t <d*Tx % <rf 3 I\r , 

et BEFC=y (r*_ — , + __^- -3—^ 

\, __ dTx , ^Tar * <<i 3 I\r 

/ 2<£r 2.3<fo a 2.5.4^* 

z^+etc* ^ et par conséquenty Jx-ro: [=BADC]=:sr;c — •- 
*tt\r , 'd*Tx . <d 3 I\r x 

2*te 2.3^ a 2.3.4t/x 3? 

SchoL Si la forme particulière de F:r,est telle qu'au- 
cune d«s propositions précédentes ne puisse donner 
ABCD=J'dxTx ) on adaptera à ABCD quelqu'autre aire^ 
recti ligne, suivant la méthode que nous ayons em- 
ployée dans la démonstration de la proposition X.VU 
Jalir. XV* 
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LIVRE XIX. 



AVERTISSEMENT. 

d* 9 dJ } représentent des fluxions prises relatiyemeol 
k x tXy } et/*, f* % des fluentes relatiyes à x etjr. 

PROPOSITIONS. 

I. M,N, étant des fonctions de x et y, on demande 
f(Mdy+lSdx). 

Soit O la Queute demandée. Puisque Mdj- doit étre = 
d?0, il s* ensuit qu'il n'y aura point d'y dans la diffé- 
rence entre O elffMdj- [i$ f iô]. 

Soit (5**+ aizj— 3j a )^+(^ a — 6^ + 3^)^ la 
fluxion proposée, On aura/* (3**+ 2 àz?- — $y*)dz=z* 
j-byz*-r-5jr*z, et par conséquent JO-^-<f(z 3 + ^-z*— *- 
!^z)=^3cy»^i doap 0^cj- 3 +^+^r^ — 3j-*z+L 

II. Ms^-p- et Naçs -3—, donnent —j — = ».,, . 
«f/N 'dK) , rf'M rf/N 

el ^ = dïW' et paF conse( I u * nt HT = ^T> 
pouryu que M4^+N^r désigne une fluxion exacte. 

III. d*fmdy^dxfy~d X , 

Soit ^M4r=Md>- + N4r, n aura d'plAdy^z 
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WJ . d*M rf/N , d*M . 

sxdx: mais -^ — = -j — ; donc —j — dj-=:dJls, et 

y> -^ — *(r=N, et par conséquent d* ffMdj-[='Ndx] 

IV. En raisonnant comme nous l'avons fait dans la 
proposition I r# . , on trouvera de mèmef(Mdy+'Hdx+ 
Odu). 

Si l'on demandoit^par exemple,/ Maay'+^s"* 3 ) <** 

+ ( v /(/ + z») +5 ^ + y j?> ) ^ + (4* + ***** + 
) <fe )===P ; onauroitP==/ , *(2o^'+4^*x î )d!r 

+Q=x*jr*+ bz*x*+Q T en désignant par Q une expres- 
sion ou il n'entre point de x : donc dP — d(x*jr*r\-bz % x*) 

=dQ, c'est-à-dire, ( —£— + ^4?+ (& + 

^~) ^ = ^Q:maisQ = v /( ir ' + z>)+^ + 
z* + 1 [ proposition I". ] ; donc P =x*jr* + bz*x*+ y/ (j* 

Y. Mdj'+'Ndx+Odu , ne peut être fluxion exacte que 

lrsue— = — ^M_£^0 J»N _ <frO 

^ dx djr } du djr ' du dx " 

On démontrera cette proposition comme la II e . 

£Q, on aura/(P^r+Q^x+R4r* + Srfa: 4r+ T ^ , ) 

i==Pdj- + Q<£r; ce que l'on démontre en prenant la fluxion 
de Vdy+Qdx. 
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VII. Pour avoir/ (P</*x+Q<fr*), on fera d'abord 
y=dx, etydx=dx % ; cl ay &nt\r oui éf(Vdjr+Qjrdx), 
on restituera la valeur iejr. 

Ainsi des autres cas semblables.- 

VIII. Soit Ydx+Qdx=o, et P, Q, des fonctions ho- 
mogènes de x, y, c'est à-dire, des fonctions ou la 
somme des exposants de x et y soit la même dans tous 
les termes. Si Ydx+Qdy n'est pas fluxion exacte , on 
écrira zy au lieu de x ; et séparant x de y dans le ré- 
sultat, ce qui sera facile à faire, on aura une nouvelle 
équation qui satisfera complètement à la proposée. Soit, 
par exemple, (ax+by)dx—{mx+ny)dy=o. Mettant 
zj-àla place àex,\\v\exïHazy+by) (zdy+ydz) — {mzy 

dr (az-\-b)dz 

+ny)dy=0, et par conséquent j + az ,^ b _ m)z _ n 

= o. 

XIX. Supposant ^M — ^-«N+^-'O— rf*- 3 P 
+ ....±Y=o m ,d n M' — 4 B ~ , N / +etc.==o,etc.,onanra 
f(Md»y+T!{d n - *y+Od n -*y+... +Tdy+Yjr +M ; ^z 
+ ÏÏ'd n -*z + / d n -*z+....+T'dz + Y'z+etc.)= 
Md»-y+(l* — M)d»-y+{0—<M+d*M)d»--*y+ 
(V—dO+d*ïï—d*M)d»-*y+...±(d»-*M—d n -*T* 
+ d«-*0—...±T)y+M'd"-*z+{TS'-~dM.')d"-*z 
+etc.+etc.+I. 

Pour le démontrer, il suffira de prendre la fluxion de 
Md n —y+ etc. 

Schol. i. Quelle fonction de x doit être y 7 pour sa- 

dy 
tisfaire complètement à l'équation A ^ \-By=X, 

en supposant qu'il n'y ait. point d'y dans les expressions 
représentées par A, B ; X? 
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Soit <y une expression dégagée de y 7 et capable de ren- 
dre Aady+Bisjrdx fluxion exacte. On aura <J(A<r)-- 

Badx=0} — ^ — -— -r- dx 7 Z(A<y)== / -r- dx 7 A<r=x 
e y- d'où par conséquent; ye , + I = 



/ 



-r- e a x. 

A 

cPy 
Satisfaire complètement à l'équation <*{g+hx)* -~ 

+Hg+hx)* Q +c(g+hx) &+fy=X. Supposant 
£L(g+hxYd*y+ ^ (e+hxy*jr+c*{g+hx)dr+ 
fsjrdx=X(sdx. ? il faudra satisfaire à -^-j d z (^{g +hx) % ) 

— — d*(<s{g+hxy)+cd(<!(g+hx))— f<sdxz=o. L'équa- 
tion (s=z(g+hx)^ remplira cette condition ; pourvu que 
l'on ait ^(ii+OCii+aJCii+S) — A**(ii+i)(|i+a)+ 
cA(ji+i) — /=0j et il sera— - (g-f-kr)l l + 3 <fy- + 
h— (p+5)ah 



dx 



(g+hx^+'dr+tc— (|i+a)M+(|i+a) 

(li+3)aA a )(g+Aa:)l l '+y+I=/(^+Mt 1 X^. De cette 
équation on déduira ; suivant le même style, une équa- 
tion inférieure qui donnera la valeur d'j\ 

Satisfaire complètement à l'équation A -7-^ + B •-=- 
On écrira A<y — +B<yJw+C<yw</r+A / ff-^- 4-B 7 (y^ 
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+C / <M£r = X<T(/x, à condition que les deux équations 

C sdx=.o 9 donnent, Tune la valeur de <s, et l'autre 
les rapports qui doivent exister entre A, A 7 , B 7 B', 
et C, C 7 , pour satisfaire à l'équation proposée. 
Satisfaire complètement aux équations 

A È +Bu+A ' % +B > +A " S +B " Z = V ' 
C * +D«+C ^ +D' r+ C" * +D"z= Y, 

E 4^ +F«+E' # +F'r+E"4^ +F"z=Z: 
ax ax ax 

multipliant la première par Xdx, la seconde par \*.dx, 

et la troisième par vdx, à condition que les produits 

deviennent des fluxions exactes, il faudra que l'on ait 

aussi (AX+C[A+Ev)rf«+(BX+Di*+Fv)a</ :c + ( A'X + 

C'v+E'v)dx+(B'X+B'v,+F'v)jdx+(A''\+C"v.+ 

E"v)<fe + (B"X + D'V -f F"v) zdx= (VU + Y^+Zv) <£r, 

fluxion exacte , et on aura 

d(A \+C n+E v) — (B X+D |i+F v)dr=o 7 

^A'X+CV+E'v)- (B / X4-D>+F / v)dr = o, 

c'est-à-dire, 

A</X + (^A— Bafcr)X +Crf|fc+ (<*C — D<£r) (i +Erfv + (<fE 

— F«£r)v = Oj 
A^X+C^A 7 — B / ^)X+C / rf H .+ (^C / — D'dr) u.+ 

E'</v+(dE' — F'dx)v=o, 
k»d\+{dA»—W'dx)\+C"dv, + (dQ»—jy'dx) n+ 

E"</v+(«?E"— F"<fcr)v=Oj 
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LITRE XIX. 269 

d'où l'on déduira trois équations de la forme 

dx dx dx 

•>«'*+.'£■+.<£=.. 

qu! finiront de résoudre le problème. 
Satisfaire aux équations 

mettant /? et <] à la place de -£- et -7^-, il suffira de satis- 
faire aux quatre équations 

A Tfe + B />+Çr+ A ' % +B'«/+C'z = X, 
D Ê +%+Fr+D' ^ +E' </ +F'z=Z, 

''-^ ==0 ' et ^-^= - 

a. Soient a, 6, 7 , etc., des nombres quelconques don- 
nés, et \k' 9 y." 9 jj/ 7/ , etc., les racines de l'équation 

a+b^+cy? +fy? + etc. =0. 
Pour satisfaire à une équation de la forme ay+b -^- + 

c -r^ +/^j + etc. =0 , il suffira de supposer jr égal à 

un terme quelconque ou à la somme de plusieurs termes 
de la suite aeW* , 6e^ //x , ^e^ ///x , etc. , ce qui est facile 
à vérifier. 
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370 principes Mathématiques, 

3. Aussi lorsque jx est imaginaire, 011 peut toujours 
supposer y égal à un sinus, ou à la somme de plusieurs 
sinus, par cela même que les racines imaginaires ne 
peuvent être qu'en nombre pair. Par exemple , si l'on 
pou voit faire j- = e^ m + n ^"~ l ) jr ; on auroit aussi jr = 

2=26*"* cos (n*). 
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LIVRE XX. 



DÉFINITIONS. 

I. JL/o risque Dx, homogène à x 9 représente une 
grandeur choisie à volonté pqur être appelée différence 
de la racine x y on désigne par DTx, et on appelle 
différence de Tz, la grandeur T(x+Dx) — Tx. -~ 

II. Tx prend alors le nom de somme de Dl\r 7 et ou 
écrit Tx=fBTx. 

III. D*X[=D(DX)] désigne la seconde différence 
deX; IPX [=D(t)(DX))] la troisième; ainsi de suite. 

PROPOSITIONS, 

I. Soit la différence J)x indépendante de x. Ou 

demande y^i., 

Puisque / Dx est a= x 7 on aura x =f{ 1 XDx ) pas 

x 
Dxfi, et par conséquent /i = =-— . 

Supposant toujours Dx indépendante de x> on de- 
mande /*x. 

D(x*) étant = 2xDx-|-Dx* , et par conséquent x* =2 
fïxDx +f Dx* =3Dx /x + Dx* / 1 ; on aura fx=z 
x* 
qDx **' 
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On demande /x\ 

D(x 3 )=:3x»Dx+3xDx*+Dx 5 donne x 3 =3Djr/ r < a^+ 

x* 
3Dx* fx+î>x l f i , et/x* =: =g Dx/ar — £ Dx*/i 

3Dx . x -+-» xw:r - 
Suivant toujours le même procédé , on trouvera 



5Dx 
6Dx' 



/*' = ^ - î^+ A^Dx-^x'D*» ; 



ainsi de suite. 

Exemples. Trouver la somme des premiers or termes 
de la série 1 4- a 4- 3 H- 44- 5 4- 64- etc. 

Soit Tx la somme demandée, et Dx= i. Puisque x 
est le dernier terme de la somme demandée-, et x-f 
i[=F(x4-i) — rx=Drx]le terme suivant, on aura 
Yx=fx+f i = l 7 x* — \ x+x=ix*+ {x. 

Trouver la somme des premiers x termes de la série 

*+4+9+ I 6+25+36+49-hetc. 

La somme demandée sera f (x 4- 1 )*=fx* — *fx + 
fi^x 1 — ix«+ix+*' — x+*=f* 3 +T**-f-fx. 

II. Trouver/a*. 

On aura fa* = i ! +a + a* + û 3 4-... 4-<* jr "~ x 4-I=» 

1 - — a* _ , , _ a* 

4-1, ou, en abrégeant, =1+ . 



i — a 
Trouver f xa*. 
Drx=r(x+0 — Tx donne rx=r(x+i) — Dr*, 

et par conséquent/ xa* =f{x 4- 1 )a* + ' — xa* = afxtf 

a fa* — xa* 
+ afa x ~-xa*=z-* . 
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Trouver /x*û*. 

On aura/**** =zf(x+i )•«*+■ — x % a*=afx*a* 

a f(%x + \)a x — x*a x .. . 
+af(2x + i)a*^x % a*x=z / V ? ' — *- . Ainsi 

J v . 1 — a 

àe suite. 

III. D;r étant = 1 , et À, Ë, deux expressions où il 

n'entre point d'y, résoudre l'équation A^+BB^-rrrro. 

A . 
Supposons que x entre en -=- : je dis qu'en écrivant 

I\r = 1 — g-, l'équation 7=(r(a:~ i))(T(x— 2)) (r(* 

— 5)) etc. Ti , satisfera à la proposée; car on aura D^-= 

(Tx) ÇT(x — 1 )) (T(x — 2)) (V(x — 5)) etc. Y 1 — (T(x — 1 )) 

(T(x— a))(T(x— 3))etc. ftsarfi-x — 1)= f— -^j-, 

et par conséquent Ay+BDy ±=: «V*+B f — -tr- J jr= Q- 

À 
S'il n'y avoit point de x dans -5-} l'équation jr =a 

f 1- — ^-] I, satisferait également. 

IY. Satisfaire compléteihent a l'équation Ajr+Nfy 
-t=t X, lorsqu'il n'y a point dy dans les expressions 
A y B 9 X, 

Faisan ^=«.2, on aura tJ7-==MlXs+zt)«+Di/Dz, et 
-par conséquent Amz+B(uD*+*Dw+Ï)hDz) = X. Sup- 
posant Az+B.Dz=iso, on aura BzDu+BDuDz = X, et 

X 

Du= tt, srr« Trouvez une Valeur dez qui satisfasse 

B(z+Dz) * 

à l'équation As+BDz=:o> et cette valeur vous don* 
*era «i + ^-îg-, e ^ =z (l^_*_). 

18 
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57^ PRINCIPES MATHÉMATIQUES , 

Exemple. Soit j>+{x+ iJDy = — a(*x+ 1) Vé<p* 
lion proposée. Il faudra satisfaire à x+(x+OÏ>*= > 

, x — 1 x-î 

•et la proposition précédente donnera z = — — X — 

X ^~ X etc. = — , et par conséquent jr = -^1 + 

^ = 1(1 — a/(«+i))=£— «• 

V. Satisfaire à V équation ay + VD X + cDy +fl*J 
4.etc. = X, lorsque a, b, c,f, etc., ne dépendent 
3>oint de x. 

Soita7-+*Dj-+cD*/=X la proposée. J}jr=piw- 
liera D»j-=D/>, et ^+ft/»+cD^ = X. Ajoutant^ 
_j>)=o à la précédente; on aura ajr+{b — <s)p+<ty 
,+cDp=X. Supposons *l)(ajr+ (b — e)p)=a{'ty+ 
cDp ) , c'est-à-dire , «<rf>r + *(* — *)Dp= a*T>f+ <*ty : 
x>n aura e(b — 6)=ac, ou o = ac — £<r+<r'j et toute 
▼aleur de * rendra *T>{ay + (*— *)p)=a(*Dr + dW» 
Supposons x = <yr+(£ — «)p: il en Tiendra «rD^+cty 

= ~Dz ; et par conséquent z + — Dz = X. Ainsi, 

on n'aura qu'à déterminer z par la proposition précé- 
dente ; pour pouvoir résoudre^ l'équation ap + ( * -"" # ' 
%"= z > et trouver jr- 

Soit ûj-+^D^4-cD^+/D 3 ^==X la proposée. ^ 
^eux hypothèses %•=/», Dp=q, donnent ajr+ty+ €( l 
+/Tty=X$ d'où, en ajoutant <*(By— />) = °> cl 
«'(D/j — f)=:o, on tirera oy+(ô — <f)^H-(c— 0^ + 
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«T>y-+ff , Dp4/I><7=X. Supposons <sù{ay+(b — *)/M- 

(c ff^^y^rra^D^+^D/^H-yD^), c'est-à-dire, GaDy 

+ 9(b—*)&p+6{c—<s')B(j^a<5J>r+ae'Dp+afI)(j: il 
-viendra c (b — <j) = aJ , et a (ç — <s' ) — af, ce qui , en éli- 
inixiant s 7 , donne o—a*f-~aç<s+b<s* — <y 3 . Posons jz= 
<z7~~t-(& — *)p+{c-*—a')q } et par consequent,<yDj*+ 

Jjyp+fDci = — Dz, et *+ — D*= X : la valeur de 

z fournira, comme dans le cas précédent, celle à'y, 
moyennant l'équation ay + (& — c)Dj-+(c — i l )D*y 
= z. Ainsi de suite. 

SchoL i. Au lieu de réduire la proposée à une 
équation immédiatement inférieure, celle-ci à une 
autre plus inférieure, et ainsi de suite, il seroit plu» 
commode de trouver y de la manière suivante. Soit ay 
+ bDy+cD*y+fD*y = X la proposée: trouvez g, <s r , } 
z y comme ci-dessus, et les trois valeurs de a vous don* 
seront z' , z" 7 z 7// , trois valeurs de 2; &', b" f b tn 7 trois 
valeurs de b — « ; et c'_, ç", c' 7/ , autant de valeurs d« 
« — c 7 ; et par conséquent les trois équations 
ay+b' By+c' B*y = z', 
ay+b» Dy+c» Dy=z", 
ay+b»'T>y+c'"T)*y = z»' } 
d'oii l'on déduira j*, en éliminant D*y et Dy. 

a. La résolution de ces équations aux différences, 
s'applique, sans changer de style, à celle des équations 
fluxionnaires du livre précédent. 

3. Plus les différences seront petites, moins leur cal- 
cal différera' de celui des fluxions; et cela sans limite. 
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DÉFINITION IV, 

Soit x un nombre entier quelconque ; n le nombre 
de termes de la suite a, b , c, etc., h, de nombres 
Sonnés; To, Ti, Ta, T3,.... T(x+n) , une série pro- 
posée /et F(:r+*)=tfr(x+ft — 0+* r ( r +' 1 — a)+— 
•4-Arx: en pareils cas, la série proposée se nommera 
récurrente; a+ ô-fc-f.... + h 7 en sera Y échelle de 
relation, et Tx le terme général. 

PROPOSITIONS. 

VI. Les premiers termes d'une série quelconque étant 
donnés , examiner si la série est récurrente /et quelle en 
est l'échelle de relation. 

Soit proposée la série — ï, ~ i, ï-, 1 1, 49, 179, •601,' 
etc. On Toit de suite que son échelle de relation dort être 
composée de plus d'un terme. Désignons-la par a + h: 
an aura 1 = — *«*—&, Y 1 *=«• — b, et par conséquent 
a = 5 , e t b = — 6 ; et on trouvera que l'échelle 5 — 6 
donne exactementles termes suivants, 5X* i — 6X 1 = 
49^5X49 — ^Xn = i79>et 5Xi79 — 6X49=6oi. 

Soit i,i, 1,2,4,6, 7,7, 7,8, 10, 12, i3, i3, 
i3, i4; <6, etc., -la série proposée. On trouvera d'abord 
que toute échelle à deux ou trois termes seroit insuffi- 
sante. Essayons-en quatre: a+b+c+d donnera 4 = 
2a+b+c+d, 6 = fa+zb+c + d, 7 = 6a 4- £b -f- ac 
4-J, 7 = 70+6^4- 4 c + 2fl? - Retranchant de la seconde 
équation la première, et du double de la troisième la 
quatrième, on aura a = ïuH-&, 7 = 5a-fa&, et par 
«conséquent a = 3 y et £= — 4* Substituant ces valeurs 
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dans la première et dans la troisième, il Tiendra 2~c, 
-\-d y 5 = ac+<f, 3 = c,*£ = — i , et on trouvera que 
V échelle 3-7-4 + 3 — i satisfait exactement aux termes. 
suivants. Ainsi des autres cas semblables. 

VII. L'échelle de relation et les premiers termes 
d'une série récurrente étant donnés, trouver le terme 
général. 

Soit 5 — 6V échelle; — i, — i, x, i i, 49; etc., la série; 
jr le terme général, et y ,y H - 9 les deux termes suivants: 
ou aura jf 7/ = Sy — 6y, ety"— 5>y 4- 6jr = o : maisj-' =jr 
H-l>r, et -jr"=y +Vy=j^By+B(j'+By=y+2B r 
-r-T>^$ donc iy — 3ï>7-+D a j-=:o; équation que. l'on, 
peut résoudre d'après le*cholie de la proposition Y, entre 
les deux équations iy — 4ty , ~ 3*1, et a* — 5Dy = a*I ' ^ 

5 
lesquelles donneront^-— — -X3*I — aX^'I', ou plus 

commodément^ = 3*A+a x B$ d'où Ton tirera — i=* 
A+B, — i = 3A+aB, i=A, — a=B, et enfin 1* 
terme général j-= 3* — aXa?. 

Soit 3 — 4 + 3 — i l'échelle, et i, r, i, a, 4> 6> 1? 
7,7,8, 10, etc., la série : on aura y* — 5y ,;/ + 47'" — 
3jr r +j-=o, T} % j-+IPy+Ify- = o. Supposant k = D*j-/ 
et résolvant F équation w-f-Dw-hD*a = o, on trouvera 

et en attribuant à A , B , d'autres valeurs, Dj*= ( — .+ 
i v /_3YA+^ — -i-v/ — 3VB+C ; d'oii résulte, 
suivant le même style, j= f— - + — y/ — 3 \ A + / -**— . 
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i-y' — 'Yb+Cx+E, 
i=A+B+E, 

'-(t + T^-'^+Ct-T v/-3)b+c+e, 

aC+E, 2 = — A— B+3C + E, 

A =T- vb' B =4 + vbâ' c ='> E =* 

etpar con«Jqaent r =^i- + i. ^ - 3)*^ — 5^5) 

73Xvb((i^v-.)"-a-4 3 

V\ „ sinTÔo 
v/— 1 1 l = x+cosx6o° v t 

VIII, A, B, C, E, F, etc. , étant une série récur- 
rente, et a+£+c+etc. son échelle de relation, on aura 
A, Br, Dr», Cr 3 , Er^Hr 5 , etc. , série récurrente, et «r+ 
£/** -f- cr*+ etc. son échelle de relation, 
. IX. Tonte série récurrente de la forme A 4-Br+Cr* 
+etc. ; dont l'échelle de relation est ar+br*+cr*+...i 
i+-hr*, peut être regardée comme le quotient d'un poly- 
nôme A+à'r+c'r'-f ....-f A'**— » divisé par i^—ar 
_£ r *_ cr J— Ar». 

Cette proposition est facile à prouver, en supposant 

successivement 7i=a,/i^=3 ; n = 4/ etc. 

a , j „ . . A+à'rH-C^+etc. 

Schoh 1. Puisque -r t-t t — CSt==: 

^ 1 — ar-~br* — en — etc. 
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A+Br+Cr*+etc, il s* ensuit que le terme général de 
cette série sera égal à la somme de tous les termes gé- 
néraux qui doivent répondre de la même manière aux 

-. . it i A-fJ'r+etc* . • -, 

fractions partielles dont seroit la fraction? 

* i — ar— etc. 

totale ; ce qui offre un moyen facile de trouver le terme 

général de toute série dont on connoît les premier». 

termes et l'échelle de relation; car ehaque fraction» 

partielle peut être représentée sous cette forme 

G+Hr+Ir*+...+Pr»-» . G • _ 
— - * et puisque — donne 

dans le terme généra}, un terme 

n(n + i) (rc+2) ...(a?— i)x(x+ 1) ... (x+n— i) \ 
i.2.3...w(/i + i)...(;e — i)x 

^ ^ '- — r^ ' ofr», u s'ensuit que £t 

1.2... (/l — i) . * 

. G + Hr + Ir\..+Pr*-* , 
fraction — — donnera 

(i— c^r) n ' - 

G (g+0(*+a)v.-(* + »«-0 a ,^ + 

1.2... (l — l) 

w (*+Q(g+a)— (* + *— 2) 

U ! v 1 - — ■ i.-n » j j Orr* -f-. 

1.2... (» — 2) 

I v J v , VT / ■ ce"?* «+■ etc. = ( A'V~* 

1.2... (« — 3) 

+B / ;r ,, ^*-K.. 4-H' ) a *r*. Observons, ponr plus de fa-, 
cilité, qu'en désignant par a le réciproque de la racine 
de l'équation i — *• ar — br* — . . . . -*- hr* = o , on aura^ 
a racine de l'équation K° — aK B - *. — ML*-^* — .... -— 
A = o. 

Exemples. Soit -^i — r+ r* + 1 1 9*'+'4gr* + 1 79r 5 + 
6oi r 6 +ete» la série proposée. Puisque 5r—6r* en est 
l'échelle de relation; et que 3 et a sont les racines de l'é*. 
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quation K - — 5K-f 6 = 0, le terme général sera ÀX3* 
+BX 2*, et par conséquent — 1 = A +B , — 1 = 5À+ 
2B,A=i, B = — a,etÀX3*+BX* r = 3 r — *X*. 

Soit — 2, — 6, 8, 4<>, 224; 672, 2176, 5760, 1587s, 
etc., la série proposée. Ayant trouvé 4+° — 16+16, 
échelle de relation, les racines — 2, 1, a , 2, de R 4 — 
4K'4-i6K — 16 = 0, indiqueront un terme général de 
cette forme: ( — 2)*A+2*(Bx*+Cx-r-E); donc— s 
= A+E, — 6 = — 2A+2B+2C+2E, 8 = 4A+i6B 
+8C+4E, 40=— 8A+72B+24C+8E; c'esi-â-dire, 
_2 = A+E, — 3 = — A+B+C+E, a = A+4B+ 
2C4-E, 5 = — A+9A+3C+E; d'où Ton tire A = i, 
Bs=i,C = o,E = — 3, et par conséquent le terme 
général (— 2)*+2*(x*— 3). 

Schol. 2. Le ternie général qui satisfait aux terme* 
To, Ti , Ta, T3, etc. , pourra satisfaire aussi à d'autres 
termes intermédiaires, si Ton y ajoute une expression 
de cette forme : A sin xrc+B sin ix% +C sin 3x7c+etc, 
dont le nombre de termes soit égal à celui des intermé- 
diaires proposés, et pourvu qu'il soit possible de satis- 
faire à tous ces termes. 

Exemple. Ayant trouvé 3* — aX^*, terme général 
qui satisfait a la série To = — 1 , ri= — 1 , T2 = 1 , 
T5= 11, r4 = 49,r5=i79,r6 = 6oi, etc., on en 

demande un autre qui satisfasse encore aux termes IV 23 

3 et r ~ = — 2. Supposant ce terme général = 3 r ^ 
P X 2* + A sin xx + B sin zxn , les équations 
5* — :2X2*+Asih 6o°+B sin i2o°=c3, 
5 3 — 2X2 3 +Asin i2o°+Bsin 24o 9 = — 2, 
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c'est-à-dire, 

■ i 

3 1 — aXa'+A sin 6o° + B sin 6o d =s 3, 

* * 

5 3 — aXa^+A sin 6o°— B sin 6o°e= — 2, 

donneront A et B. 

Mais s'il éloit question de satisfaire encore an terme 
5 
r — , cette méthode ne réussirait plus que par hasard; 

car la correction A sin xn+B sin ix% du terme gêné- 

rai y en seroit la même que poux le terme r -=-. 

o 

112 
Voulant cependant satisfaire au terme r — = -~^ 

qui n'a pas le même inconvénient , on n'aura qu'à ajou- 
ter un autre terme G sin 3x à la correction trouvée, et 

ii ii 

l'équation 3 T — 2X* T +A sin ( nX36°) + B sin (22X 

36°) +C sin (33X56°)= 4- donnera C. 

1 2 

Si l'on veut satisfaire encore à Y — ;= 2 ; il faudra 

o 

chercher de nouvelles valeurs d'A ; B ; C , et déterminer 

un autre coefficient E entre les équations 

1 I * ' 

3 1 -— aX» s +Asin6o°-f Bsin6o«+ o— Esin6o q =3, 

3 f — aXa^+Asinôo — Bsin6o°+o+Esin6o°=— 2 ; 
il il a 

5 5 — aX 25 + Asîn56 °+ Bsin 7 a0 + Csin 7 20 + Esîn36o = T> 
i» i» * .o 

3 5 — 2Xa 5 +Asin72°+Bsin56°— Çsin36°— Esin72 = 2. 

I 2 

Après avoir satisfait à r -=- = 3, et r~- = — 2, si Ton veut 

5 io 

$ atisfaire aussi à f -=- = 3 et JT -^- = 7^ on pourra regarder 
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i et 7, non pas comme r ~ et T — , mais comme r (-g + 1] 

et T [ — -f f J , en désignant par t un terme anssi petit 

qu'on pourra de la série 0$ 0,1 ; 0,001 5 o ; oooi ; etc. 

X. Trouver une fonction Tx qui satisfasse aux termes 
IY>, Ta 9 Tb, Te, Te, Tf, etc. , en supposant a<J> } b<ç, 
c<<? ; e<f, ainsi de suite et positifs. 

a 1 \± Ta — r ° i r*— r* A/ rc— Tb 

Ayant calculé ^A.-r : — = A' 7- 

J a ■ b — a c — b 

krf Te — Te A ,„ # A'— A _ A" — A' 

== A", = A'", etc. ; — ^ — = B , — — — • 

* e — c c—a 

Am Kit kx* .A/// B' B 

^ » e-i — * >-jzr e * ^ ctc ' c 

„ B"— B' -, B" — B" r „ B"— B 7 " _ 

^ ' e — a ' f—b 7 g—c 

(y — -c C ;/ C 7 

C"', etc. = E, —t = E', etc., on aurais 

* ' f-*-a 

=ro+Ax+ftr(a:— a)+CLr(x— a)(x— ^)+Ejp(x— a) 
(a? — i ) (x — c)+etc. ; car posant successivement x=«, 
x=b,x=c, etc., l'expression Fa:=ro+A;rr+etc. sa- 
tisfait aux équations Ta=To+Aa, Tb = To+Ab+Bb 
(b — a),Tc—To+Ac+Bc(c~-a)+Cc(c-~a)(c—b), 
etc., qui dérivent des équations ci-dessus calculées* 

Exemples. On demande le terme général de la série 
To = 1, Ta = 27, T3 =564^7 = 5ia, Tg = 1000,. 
rio = i33i, etc. En observant la règle, on trouvera 

, 2,3, 7 , 9 , io , ete. 

1 , 27 , 64 , 5i2 ; 1000 , i33i , etc. 
iS , 37 , 112 , 244 9 33i , ete* 

8 , i5 , 22 , 29 , etc. 
i,i, 1 , etc. 
a • o • etc. 
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et le terme général i + i5x+8x(r — z)+ix(x> — 2) 
(a? — 3)= i + Sx+Sx^+z*. 

On demande le terme général de la série IY> = o, Ti 

= i , r3 = 27 , r4 = 64, r8 = 5ia, rio =± 1000, ri i 

= i53i, etc. 
On trourera 

0,1, 3 , 4 7 8, to > ll > etc - 
o , 1 , 27 , 64 , 5ia , 1000 , i33i, etc. 
1 , i3 , 37 , 112 , 244 > 33i , etc. 
4 , 8 , i5 , 22 , 29 , etc. 
i^i^i , 1 , etc. 
0,0, o , etc. 
et le terme général o+x+/[x(x — i)+x (x — i){x — 3) 

XI. Trou ver yV&rj:, lorsqu'on connott quelques va- 
leurs de x et les valeurs correspondantes de Tx. 

• Il faudra chercher d'abord la forme spéciale de Tx, 
et calculer ensuite / dxTx par les méthodes du liv. 
XVIII. 
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LIVRE XXL 



PROBLÈMES. 

I. .Désignant par n un nombre entier, et pari, 
B, deux expressions rationnelles, c'est-à-dire, dégagées 
de radicaux ; on demande trois nombres rationnels a, 

n n 

x, z^ qui rendent v /(À + v /B) = (m : 4: v /j:) y/z. 

On aura A + y/B = (u ± y/x) n z = z {u n ± nu n - ' v/x+ 
_i_ u „_ %x _£. etc< ^ e t ^ e ^ a j ^ j a somme jgg tçfmes 

rationnels du second membre de l'équation , c'est-à-dire, 
A=* («»+ ,t( "~ «»-* + n(»-.)(n- a )(»-5)- 

V 3 T 2.3.4- 

B"-*x*+etc. J. Or, les équations A + y/B = («+ i/Jjfa 

et A— v /B=(k— y/x^z donnent A«— B=z*(»'— *)"' 

» A* — B 

et par conséquent u* — a: = y/ — . donc si le pro- 

z 

blême est possible, l'expression y/ — ^— devra étrera- 

z 

tionnelle, e t les équations A =z fu n + n ^ n ~ 1 ^u^*x+ 

\ n A* B 

etc. h et u % — x =y/ ; — en fourniront la solution. 
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JSxempL On demande la racine carrée de 28+10^3. 

A = 28 et B = 3oo donnent A* — B = 484 , dont la 
racine carrée est 22. On pourra donc supposer z=zi f 
et on aura 28=i**+a:, u* — # = 22, kc=5, x=3/et 
v /(28±io v /3) = 5+ v /3. 

On demande la racine cubique de 2 + y/5. 

A =2 et B= 5 donnent À* — B= — i,dont la racine 
cubique est — 1. On pourra donc supposer z= 1 , et on 
9Lixvsk* = U i + 5ux,u*—x=—i ? et [en éliminant or] 

4" 3 +3 M =2 ; «=^,x=^et^(2± v /5)===i±^. 

A 4 2 

On demande la racine cubique de 5+3^3. 

3 3 

A=5 et B = 27 donnent \/(A* — B) = v / — 2 ir- 
rationnel. Posons £* = ---, et nous aurons V = 
4 v z % 

\/ — 8=— 2^donc5=+7-(z* 3 +3Ma:)ettt a — #=~2. 
Eliminant x } on trouve nu*+3u — 5 = o, et par con- 

3 

sequent »== ij donc x— 3, et y/ (3 +3 ^3)=^ + 
v/3) x /i = 4^ = i-(,+ v /3)^4. 

L'équation j* 3 — 6j- -f 4 = o donne j- = 'y/ (—2 + 
3 .... 

? \/ — + \/ ( — 2 — 2^— 1), dont les termes ima- 
ginaires doivent s'entre-détruire., si le nombre — 2 + 
2y/— 1 est susceptible de racine cubique. Faisant «fcmç 

À = — 2 e t B = — 4 , on a u ra A* — 8 = 8,^^* — 

B)=2, et on pourra supposer *= 1. Les équations 2 

= w 3 +_3w:r, et u* — x = n, donneront w=i eix = 

— i} d'oii y/ ( — 2 ±2y/ ~i)=^i + >/ — 1, et enfin 
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II. a, ft, étant deux nombres rationnels, on en 3e- 
mande deux antres u, x, qui rendent u*+ax*=zb*. 

Supposant u = 6ga zx, et substituant cette diffé- 
rence à la place d'u dans l'équation proposée, on aura 

z 9 x* — nbzx+ ax* = o , z*x — a£z+ <zx= o , x=r 

et o=+ — ; donc tout nombre rationnel mi» 

"*" a+z % . 

à la place de z , rendra les nombres », x , rationnels. 

III. Soient a, &, a, x, des nombres rationnels, et 
u % — <i*x* = & : on demande u , x. 

Supposant «=*— or, on trouvera, comme dans la 

*•— b z*+b 
question précédente, x = ', et u= . 

IV. a y b f ii, x, étant rationnels, et »*+x*=a*+£% 
on demande u, x. 

Soit tt=a — z, et x=zjr — &. Éliminant a, x, entre 

ces deux équations et la proposée, on trouvera — laz^r 

. na+nbir 

**+«*^* — a&e7-=o, « = — ■ - , > et par conséquent 

* •/ 

a — qr a — «— a*r ctx= *r a — *+*«r 

V. Investigation de logarithmes et de puissances. 
Ix, logarithme de x, veut dire une fonction de x , 

qui donne ton jours la+lb=l(ab) p lorsqu'on substitue 
deux nombres quelconques a, b, et leur produit ah à 
la place de x. 

On aura donc l\ =o. 

Au lieu de aa, aaa y aaaa 7 etc., on écrira a*, a 3 , 
« 4 , etc. 

Puisque l\ est toujours =o, essayons de donner à 
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/(i-f u) la forme Aw4-Bw*+Cw 3 4-I>a 4 +etc. Si cela est 
possible dans tous le» cas, oa aura . 
/(i +a»+«* a ) = aA«+ Ai** 

+ 4Btt a +4B« 3 + Bu* 
+ 8C» 3 +iaCw4 

+ i6Di**+etc.j 
mais Z(i + 21* + w a )==Z((i + u)*) = 2/(i + k); donc 
aAa+ (A+4B)« a + etc. = aÀtt+aBu s +etc. $ A+4B= 
aB$ 4B+8C=^C r B+iaG+i6D=aD ; etc.; B = — 
£Aj C=f A 5 D= — \ A,- E=~A, etc.j et par consé- 
quent /( i+tt) = A(w— ii* s +}a 3 — ^«4 4.| tt 5_ etc# ) # 
Le nombre A demeurant arbitraire, il s'ensuit que le 
nombre de systèmes de logarithmes que Ton peut adop- 
ter est également arbitraire. 

Puisque Z(i+«) est = A(»-*- ia a +f m 3 — etc.), on 
aura aussi /(i — «)=A( — u — jw*— r%v? — etc.): 

donc /•^[=/(i+«)-f(i-«)]===A( 2 u+fu 3 + 
| w 5 4- fu?-fetc.). Posons a== : on aura«=^— - ? et 

L'expression a n [puissance d'à indiquée par n\ désigne 
un nombre, dont le logarithme seroit n dans le système 
qui auroit pour base le nombre a. 

L'expression (1 +■ u) n étant susceptible de la forme 1 +■ 
/iu+ A«* +Bu*+Cu*+ etc. dans plusieurs rencontres, on 
aura, si cela est possible dans tous les cas, 
(i + 3V+w*) n = i+an«+ nu* 

+ 4Ah*+4Ak 3 + Aa* 

+8Bw 3 +i2Btt4+ e tc. 
+ i6C«4-f.etc; 
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mais ( i + an + «• )" = ((i +m)")* = (i + mi+A* 
4-B« 3 +etc.)*=i+anK-faAtt 1 + aBi* 3 -f- aC«* +etc 
+ n*a a + anAu 3 + awBi^+eto 

donc aA+n*t=tn4-4A > aB+anAe=4A+8B > aC+2nB 
+ A* = A-f- iaB + 16C, etc. $ et par conséquent A 

[n* — itT n — 1 -. n — r ^, /i~-±a 

a J a 7 a 3 7 

VI« Investigation de la proposition VI duliv.X. 
Trouver un nombre jr qui rende x*+bx+c = o. 
x=n ■+-* donne n 3 ■+■ 3n*z+ 3tiz* +« 3 -f- £n + &s+ c=e 
o $ 3/i* = — b donnera n 3 + z l -f- c = o. Éliminant * 
. entre ces deux équations, on trouvera » 6 -f-c/i 3 — ^ 

= o,n = v/(— fc± v /(ic»+ I V^)) ; etx=/i+ 2 = 

n— =-. Etc. 
3/i 

VIL Investigation de la proposition fc. du t. XPIIL 

Supposant R— a + bx n , réduire fx m Bl t dx à la forme 

A^ m + ' - n B/ + ' +B/ x^-tKrdx. 

On aura x^vdx = (m + 1 — /i) Ax m - n R^+ I ^+ 

( j> + 1 ) A Jf* + * - n HPdR + Bx" 1 - "R/tfx:. Substituant 

nbx*— l dx = dk, et divisant par xr&rdx , on a 1 :=*("* 

+ 1— n) Ax~ n Rdx+bn(p+i)A+Bx- n , et substituant 

a+bar^HLy il vient i=(m+i — n)Aax~ n + (jnb+ 

b+npb) A+Bx— n . On aura donc (mb+b+npb)A~b 

<m + 1— n)Aa + B=o , A=t= «7- -^ r, et B* 

~- • a (m 4-1 — n) 

VIÏÏ. Supposant que x=o renAe/x^^a+lx^dx^^^ 
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On demande la valeur àe/x m (a + bx n )Pdx f lorsque 



w(=r> 



Posant (j = m+i+np, la proposition VIII du liv. 
XVIII donne/ x m (a+bx n )Pdx— à une série dont le der- 

nier terme est »lï+»Xl + **)ll + *»)**• 

û t (OT + i)(m+i+n)(m+i + 2n)elç. 
J x m + in (a+bx n )?dx } et dont tous les termes précédent» 

s'évanouissent par la supposition de x=y/ ( —r^): 

on aura de même alors fx*— 1 (a + bx n )Pdx=: 

/ x™ (a + bx n )Pdx 

par conséquent -^ ; > ==. 

r * fx n - i {a + bx n )Pdx 

(<ï+n){<l+2n)(q+5n)etc. i.2.5.etc. 

(m+0(w+i+nXm+i+2/î)etc. (^+a)(^+5)etc. 

/*»-■+«■(«+ toyrfr Rédmsant <« + **")* en * CTie > 
on aura /*:c m + l,, (a +&&")''<&? = f- 



. „ i=x m + tn + t ( ~ 

paP— l bx n \ _ 

— *-- ■ ; h etc. ]. On trouvera de même fx n + tn — 1 

m+tn+n+i J J 

» / aP paP~~ l bx n \ 

(a + bx n )Pdx=x n ~r tn [ h +etc. ]. 

\n+tn afi+tn J 

Supposons t infini: nous aurons f - 



^ m + tn ■+• 1 
*9 
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-£ |-etc. ) M ( — — + £ hetc. 1 

m+tn+n + i J \n-\rtn nn+tn J 

= 1 4- infinitième, et par conséquent, x=y/ ( — - I 

j fx m (a+bx n )Pdx _ {g -f n) (<y +2/1) (y +5/? etc. 
TCn fx^\a+bx n Ydx^(m+i)(m+i+n)(m+i+2n)etc. 

x m """+ , (i+ infînitième ) : 



mais x= y/ ( 7- J rend fx*— ■ {a ■+■ bx n ydx = — 

. ; donc x= y/ f — -j-\ rendra fx m (a+bx n ydx 

nb(p+ 1) (m+ i;(/ra+ i+/z)(m+ i + 2/i)etc. 
i.2.3.etc. ' 



(-y) " xa-Hnfi- 



(/;+2)(/7+3)(/>+4)etc. 
nitième). 

Exemples. 1 . On demande la râleur de/\ 1 — x*) * dx 
pour x = i. 

La râleur demandée sera — X W X 

1 i.3. 5. 7. etc. 

i.2.3.4.etc. 2.4.6.8. etc. 2.4» 6.8. etc. 



3579 1.3.5.7. etc. 3.5.7.9. etc. 

a" 2" 2 * 2" 

2.2.4.4.6.6.8.8.etc. _ , 
j. 3.3.5.5.7. 7. 9.etc. * 

2. On demande / — =— r pour x= 1. 

7x est =fx— l dx. Soit * un nombre entier assez grand 
1 
pouf faite fx i dxz=zfx~ x dx sans erreur considérable. 
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^ . ' . , r dx' 

On aura ix—ix l — 1 9 et par conséquent / — — =» 

J v ( — lx ) 

I [i IX* J % d.Xr=:<li X 

■(■+f)(' + T)» 
w 1. 2. 3. etc. 1 2.4.6.8. etc. _ 

X 3-5^ X « = »<* X 3,5 9 . etc ; Posant 

—.—.-*-. etc. ' * 

222 

l'approximation jusqu'à /facteurs, on aura 
2. 2. 4. 4- 6. 6.... 2/. 2* 



4'X 



3.3.5.5.7.7. ... (21+ l)(2« + lj 

= au carre de la va- 



1.3.3.5.5.7. ..(2/— l)(2i+ 0(21+0 

leur demandée. Mais i infini rend — : ^ — ~ — : : 

(21 — i)(a*+i)(ai+i) 

== 2 — infini tième ; donc le carre' de la valeur demandée 

2.2.4. 4-6. 6. etc. 

aéra = 2 =-=-=-? > et par conséquent x= 1 ren- 

1. 3.3.5.5. 7. etc.' ^ ^ 

z f* dx 2.2.2.4.4-6.6.etC. 

dr V 7(=5) = v/ i.,.3.3.5.5. 7 .etc. =v/lc - 
VIII. On demande la somme de la série 1 7 ^- y tt y 

111 2 »»t'/* 2 

'— -i — ?» — » • •• > -; — : — r> c est-a-dire, / - — ■ — - — ■ — -. 
io' i5' ai' } x(x+i)> *J (x+î){x+z) 

c . 2 a a a a 

(x+0(^+2) x+2 ar+i " ar+2 ac+ 1 

étant deux mômes fonctions de #+1 et x, on pourra 

faire- — -— — ■ — - = D — — = — — - — ; d ou 

(#+0(*+ 2 ) #+1 #+a .#+1 
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P 2 2 

« = a, et / = — f- I. Et sî on rcnt 

que i en soit le premier terme ; la série Tiendra =a-* 

a 
x+i' 

Trou Ter la somme de la série i , -7-, — , — , — , 

7 4 JO ao' o5' 
-L 6 

56' # "' x(x+i)(x+*f 

Faisant • , . 6 = f 

(*+0(ar+a}(*+3) (*+*)(.*+ 5) 
a 
(ar+i)(j+a ' ) ' J ° n troavcra « = — 3, et la série propo* 

.3 3 

sée = 



3 {x+i){x+*y 

IX. Trouver la somme de la série cos a, cas 2a, 
cos 3a r ..., cos ara. 

Désignant cette somme par S, on a ara S = 
ï^"'+ }e a «V-i+ i«W-> + etc. + i *-•-'+ 

e*V-« e (x+i)4\/-i ^-«v/^, c _>( x +,) flV /-' 



a — ae a V-« T a_ u ^-<iV-r« 

cos g — 1 -f cos xa ~ cos (x + 1) a 

a — a cos a • 

cos ara — cos (x+i) a \ sin (x + ±)a 1 

a — a cos a T a sin j a T" 

X. Soient x y jr 7 des coordonnées perpendicelw^ 
d'une courbe, dont l'équation est x*+y y = axj". on 
demande Taire de cette courbe. 

Puisque— + £- est = a, si l'on fait~ = z, on aura 
jr x y > 

~~_i_ x &z* . az — z* 
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éonséwentf jrdx=f^^ a*dz = 5{ f +%) - 



«r a f 



4 



a(2 3 + a 3ar 2o? a 

XI. Résoudre l'équation -^-^ = A ; où Ton désigne 

J 
par z une fonction inconnue de x et y, et par À une 
fonction proposée de xety. 

^ <d»z _ <d»z . . '^"-'z 

° n aura jy? d r — fy^ô = kd r> et 4prr> = 

f*kdy+\ } en désignant par I une fonction arbitraire 

'c/ n — n z 
de x. Que Ton continue ainsi ; et on parviendra à . n __ w , ? 

c'est-à-dïre^à z. 

XIL Trouver le maximum de Tx, c'est-à-dire, la 
plus grande valeur d'une fonction proposée. 

Il est clair que les fluxions de deux valeurs quelcon- 
ques de Tx 7 entre lesquelles se trouvera le maximum 
de Tx , doivent être contraires entre elles; donc celle 

du maximum sera o, ou — [ 1 7. 9. schol. ]. 

Exemples, 1. Couper une droite a en deux parties x 
et a — x, telles que le rectangle x{a — x) en soit un 
■maximum. 

Posant d(x(a — x)) = o, on aura adx — 2xdx=o , 
Ct par conséquent x =~ a. 

Démonstration. Soit d une ligne droite quelconque, 
positive ou négative, et x=±a+d : on aura x(a — x\ 
s=z(±a+d){±a—d)=±a*—d*, toujours <±a a . 

2. Couper la droite a en deux parties x et a— x } 
telles que x*(a — x) en soit un maximum. 

d(x* {a — x))=%axdx — 3x*dx=zo donnera x=%a. 

Pémonstration. (\a+ d)\a— (§ a+ d)) [=-£ a 3 — aa> 
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— d 3 ] est toujours < -~ a 3 , tant qu'on suppose <x+i 
expression positive; et si ou veut que la ligne d soit né- 
gative et >a, il n'y aura point de maximum. 

3. On demande le maximum d'à (i/-f-z)* — uz*. 

Regardant l'inconnue u comme déjà trouvée, d[a(u+ 

z) % — uz* ) = o donnera z = , et par conséquent 

au 3 . , / au 3 \ , 

= maximum : mais a ( ) = o donne « 

u — a \u — aj 

=7 a, et*=3<i ; donc -^ a 1 sera le maximum demandé. 

Autre solution. d*(a(u+zy — mz*) = o donne au+ 
az — uz=o, et d u (a{u+z) % — uz*)=o donne iau\ 
aaz — z* = o - y et par conséquent m =^a et z=3a. 

iScAo/. Quelle fonction d'u doit être z, pour qu'à 
chaque valeur d'u réponde une valeur d'à («+*)- 
(k+2z) b , non moindre que toute autre fonction à' une 
larendroit? 

Désignons par z et z+ $z deux diverses fonctions à u } 
et par B des fluxions relatives uniquement à z , fluente 
de $z. Supposant a(u+z) — (w+2z) a maximum, oa 
trouvera 8(a(u + z) — (w + 25)*) = aSz — 4«S* — ^i 
— Q,z — ^a — T w, et par conséquent rs **+ï au * e 
maximum d' a (u+ z) — (u+2z)* ; car mettant £tf — ; tf 
+d à la place de 3, on trouvera «(w-f-z) — ( u + w ' 
rr^a'-f-jtfM — 4<f a , valeur toujours plus petite que 
7\« a + jûm, excepté dans le seul cas où quelque val eur 
d'n rendra </=Oj donc iê a *+ï au es * * a l*miw d* 
valeurs de l'expression proposée. 

On demande une fonction u de z > qui donne h haa * 
Ses valeurs d'tf(w+z) — (u+2z)\ 

On trouvera h =i a — 2z, et on démontrera, corn* 
ci-dessus, que ^ a a + \az est la limite demandée* 
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XIII. Soit d6=Adr+'j-+Bdy+Cd*-y+...+Tdr 

•4- V : on demande quel doit être le rapport entre A ; B, 

CS ? etc. , pour que %dx soit une fluxion exacte. 

l dz 
Soit z=f%dx 7 et /i=i : on aura Sdx=dz= -t— % djr 

4/ 

<dz i dz 

(Ady>+Bdy+Y)dx: donc Âdx= —j } Bdx = d -£f ; 

et */A — B=o, équation identique , c'est-à-dire, — 

eue 

f *dz ,<dz\ 

K d w- d wn ' 

l dz l dz 

Soit n= 2: on aura 6dx = -~ d*y+ —; dy + 

'£ "• « ««*>-£ *+ fe + 1) "y 

€ dz *dz l dz 

et par conséquent Adx= ^ ; Bdx = d -^ + —■; 

<dz <dz 

Cdx — d^r; (dA—B)dx= — j^; et d*A — dB+C 

— h ( — d i? + rf 5p") ==0 ' e > alion idenlî q ue - 

Suivant toujours le même procédé, on trouvera d n A 
— d n -*B + d»-*C — d n - 3 D + .... + T=o, équation 
identique. 

SchoL Si dS étoit = AJ»+^+etc. + A / <* n '+ , z + 
etc.-f■A /, ^f n// + I M-r■etc. +etc. , on auroit de même une 
suite d'équations identiques d n A — etc. =o ; d nf A* —~ 
etc. =ro ; d n " A" — etc. == o , etc. 
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XIV. Soi t de = Ad» + y + Bdy+Cd*- y +D<f» - y 
+....+ V : quelle fonction de x doit être j*, pour qu'à, 
chaque valeur de x réponde toujours un y* 6dx ma xi* 
mum ou minimum! "' 

Soient j* et ^-f-Sy diverses fonctions de x, et sup- 
posons $ des fluxions relatives à y fluente de ty-, AB= x, 
BB 7 =*£r, BC=j, Cc=ty-, BD==6, Dd=zdG, etDe=s 
Aid*-y-. on aura $Zz=A$dy+B$d»-y+...+ r £ty; 
fdxT(y + ty)=fdx(r :r +drj'+etc.)=fdxrjr + 
f dxdTy + etc. , et par conséquent dfdxTj"=fdx$rj'; 
donc 8 f6dx[=fdx86] sera l'aire que D*f décrit: et il 
est également clair que les points de la courbe décrite 
par le point d, s'approcheront de ceux de la courbe dé- 
crite par D, d'autant plus que la fluxion <$f sera plus pe- 
tite ; et que par conséquent Sfëdx [=fdx$6] sera=o r 
lorsque 86 = j donc, pour que /Sdx soit un maxi- 
mum ou un minimum y il faudra que A$dy+JMd n —y 
+...+TBy devienne =0. Et puisque les arcs ce' et 
CC/, ee r et DD 7 tendent à la coïncidence et an paral- 
lélisme , à mesure que les fluxions fy et dx deviennent 
plus petites, si Ton met^ 7 à la place de B 7 C 7 , on aura 

A U»~ y L = "ïï^~ J = l mGmtlèlIie: maiS on a 
aussi y J = 1 + infinitième; donc dx et fyr infini- 

tièmes rendront = 1+ infînitième chacun des quotients 

Addy A$d n -y' — a^ b - y 

aw b - y— AU n -y ' am«- y —a ' w— y 7 ' 

. _<iAW n - , 4 ;- / ' -rfAW"-7 ; ^ 

= — dA$d n ~ y. On trouvera de même — rfAW"" 1 / 
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:£= d*A$d n -~*y } ainsi de suite. Re'duisant ainsi chaque 
terme 'd'ASdty *+■ BM n — *jr + etc. , on trouvera enfin 
à€=:±d n A$j'+d H - 1 h$j'±etc.=0', c'est-à-dire, d n A 
— d n ~ l B+d n -*C— d n - z D+-..±T = o. 

CoroL Si 6 étoit indépendant de a:, on auroit dK=s 
Ad n +y+Bdy+....+ r ïdy:msàsd n A— d n ~ l B+....± 
T=o; donc6=A^+(B— dA)d n - l y+(C — dB+ 
d*A)d n -y+etc. 

Exemples, i. Quelle fonction de x doit être y pour 

/dx*+dy* 
y «£_ réponde toujours à x ? 

- — 1 

(■+£réj.«.<-- 5 («+er£) 

=o;x""^ I + ^ > ) * $!=«""% et enfin ^=v / -^-« 

2. On demande qu'un minimum I \/ —réponde 

toujours à x. 

t ___ ê 

°"'»' e =^ i ( ,+ £)' i,œ= - r ""( ,+ ^r 
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5. On demande la courbe qui, arec son rayon de 
courbure et la développée, renferme le plus petit espace. 

Soit r ordonnée j- perpendiculaire a l'abscisse x* Lie 

rayon de courbure en sera == : — *£- » «; d'où il suit 
que la surface dont on demande le minimum* doi t être = 

&£jp& d'y ; et p»r conséquent <**A-r-rfB+C=i 



a 



$ — «/A = -5- [ parce que B — «JA est une fonction de x 
dmsee par <&]; donc g^i-^^-^ ^y" 

<jfy*+ ^-^+0, Ecrivant iwfo> à la place de 4r* on 

trouvera 4<fo= aai*(i +«*)"" *du+zb (\ + u*)~*du; ê^dy 
[= 4"^]=2ûw a (i +u*)-*du+zbu(i +u*)-*du; 4^= 

4a:c — 4^-=:_ a» ( i+u*)~ l + nabu(i + w*)"" 1 + ** 
( i +m*) - ■ + ac ^r- bf: mais ( i + u % )~ * ne sauroit être 
fluente de2M(i + M , )* T, ^ ; sans que — w a (i+ "*)""" ' 1© 
soit aussi [18. i. a]; donc ac — bf — ^ax+^bjr=,, 
a\i+u*)-*~2abu(i+u*)-' + b*u*{i + u*)~ l = (a-^ 
fa)' ( ï + w 1 ) ~ *■ — {adx — hdf) % (dx % +dj-*)- x y c'est-à-t 
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aire, ^(^ + ^ ) = __^p*g__ )éqna . 

tion de la cycloïde. 

4- Renfermer entre un arc donné de grandeur, et ses 
coordonnées perpendiculaires ; un espace maximum ou 
minimum* 

Soit fydx l'espace : puisqne Tare f y/ (dx* + dj*) 
est connu, on aura, en désignant par a une ligne 

donnée,/jr<*r+ayy (dx*+dy*) == /Ya f 1 + ^V 

+y J dx = maximum ou minimum; dS = 
1 

"J? ( I+ £) *? + djr > et P ar conse 'q ac nt 6= 

«(■+£)Wj^)~>+^= 

tion du cercle. Les deux valeurs du radical donnent les 
deux solutions du problème. 

Schol. S'il s'agissoit de plusieurs variables, telles que 
x,y, z, a, etc., et de de — Ad n + l y+etc.+A'd nf + l z 
+etc.+A // rf B// + , i*4-etc. + etc. , les équations d n A — 
^-'B+etc. = o, d nl A' — etc. = o, d n "A"— etc. = 0, 
résoudroient le problème; ce qu'on verra facilement , en 
regardant successivement chacune des variables y } z } u 7 
etc. , comme si elle étoit la seule ; et toutes les autres 
pomme déjà trouvées. 

FIN- 
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♦14. 

11. 
♦ 5. 

a. 
ia. 



i5. 

4- 
* 5. 

1. 

6. 
4 6. 



12. 

4 4- 

♦ 1. 

♦ 8. 

4. 
10. 

7- 

♦ 3. 

♦ 8. 
2. 



11. 

*7- 

* 2. 

* 2. 
14. 



FAUTES. 



unité 

x 1 B C 

z b-f b 7 

—8x8 + 2X8X0,7+0,7 

Xo, 7 

0,06 + 0,06 

ABF 

El 



CORRECTI05S 



équiangle . 



Ils 

— 63 

ce 

— ix* 

8* 

u — 5J« 
9« 

11 ***" 

a* 3 

a* + 33.... 

z— * 

dx — dTx 



•■[■ 



dx 
z?dlz = zJydylz . 
[ 



tang..., 
li — 2 



ABXAC. 
dx. 



4 
3 .... 



o. 



-v/ 



5%-. 



et réciproquement 
x B 1 B 

z b 67 6 

— (8X8+2X8X0,1 
7X0,7) 

0,06 X 0,06 

ABC 

FI 

équiangle, pourvu quel 
le polygone circonscrit 
nombre de côtés soitimpi 

elles 

+ 63 

c 

—x % 

8x* 

9^ 
5 

»c3 



— 3* 
dx + dTx 



C- 



zJydlz = zïdjlz 

[= 
tangz 

2* — 2 



ABXBC 

</z 

= '<* 

4 

3 

— 1 
o 
X 

v/-i 
27-— 5Dj- 



iV. 2?. Les chiffres précédés du signe * marquent les ligues qu'il faut compter 
en remontant. 
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M. 

II. 

4 5. 

3. 
13. 



i5. 

4. 

* 5. 
I. 
6. 

* 6. 



13. 

*4- 

4 1. 

4 8. 

4. 

10. 

7- 
4 3. 

4 8. 
3. 

9- 

11. 

4 7- 

* 2. 

4 2. 

14. 



FAUTES. 



unité 

x 1 B C 

— <7>-s— > -s- Ç/3 • — 

z 67 6 7 

—8x8 + 2x8x0,7+0,7 

Xo, 7 

0,06+ 0,06 

ABF '.., 

El 

équiangle 



CORRECTIONS. 



Ils 

— 63 

ce 

2X* 

8x 

>- 3i« 
9^ 

u *'*'* 

as? 

a a + 3£.... 
z— a 



[■ 



[ 



tang..., 
2* — 2 



ABXAC. 
dx. 



i 

3 

— 1 

o 

x 

-v» 

2* — 51)^, 



et réciproquement. 

x B 1 B C 

— tf> -75- >7r-et>7rCA- 

—(8x8+2x8x0,7+0, 

7X0,7) 

0,06 X 0,06 

ABC 

FI 

équiangle, pourvu que dans 
le polygone circonscrit le 
nombre de côtes soit impair. 

elles 

+ 63 

c 



u—l 



8ar» 

u > 
9" 
5 

25 3 

dx + dTx 



dx 
zfydlz- 

[= 

tangz 
21 — 2 



C- 

z*dylz 



n 
ABXBC 

dz 

i 
3 
— 1 

o 
X 

v/-i 
2J-— 5Djr 



iV. 2?. Les chiffres prçeçdçs du signe * marquent les ligues qu'il faut compter 
eu reraoutant. 
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